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Bienvenida

En nombre del Comité Organizador, os damos la bienvenida al XXIV Congreso Espaiiol sobre
Tecnologias y Légica Fuzzy (ESTYLF 2026), que se celebra del 11 al 13 de noviembre de 2026

en Jaén, organizado por la Universidad de Jaén.

Jaén, tierra de historia, cultura y tradicién, y con una creciente apuesta por la investigacion,
la tecnologia y la innovacién, acoge con gran ilusién esta nueva edicién del congreso. Esperamos
que estos dias constituyan una excelente oportunidad para compartir conocimientos, intercambiar

experiencias y fortalecer los vinculos entre los miembros de nuestra comunidad cientifica.

Como en ediciones anteriores, ESTYLF 2026 pretende ser un foro de encuentro y debate so-
bre el presente y el futuro de las tecnologias y la 16gica fuzzy en el dmbito de la Inteligencia
Artificial, favoreciendo el intercambio de ideas, la colaboracién entre investigadoras e investi-
gadores y el impulso de nuevas lineas de investigacion que contribuyan al avance cientifico y

tecnoldégico y aporten soluciones utiles a la sociedad.

La presente publicacién recoge los resimenes de los trabajos en curso (Ongoing Works)
presentados en ESTYLF 2026. Por su parte, los trabajos destacados (Key Works) y los
trabajos completos (Long Papers) se encuentran recogidos en las actas del Congreso Espafiol
de Inteligencia Artificial (CAEPIA 2026), celebrado ESTYLF 2026 como congreso federado.

Queremos expresar nuestro agradecimiento a los patrocinadores y entidades colaboradoras,
cuyo apoyo ha sido fundamental para hacer posible la celebracién de este encuentro, asi como a
todas las personas que han contribuido a su organizacion.

Esperamos que disfrutéis de las conferencias plenarias, las sesiones cientificas y las activi-
dades programadas y, por supuesto, del programa social que hemos preparado con especial ilusién

para que también tengdis la oportunidad de conocer y disfrutar de nuestra ciudad.

iBienvenidos a Jaén y a ESTYLF 2026!
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Deteccion temprana de anomalias en redes de
distribucion de agua mediante Matrix Profile:
comparacion entre enfoques multivariantes y
estrategias bivariantes basadas en 6rdenes
admisibles

Raluca Tulia Cozma Mircescu!,2[0009-0008—9886-8516] ' Gabriel Viscarret
Atienza', Humberto Bustince?[0000-0002—1279—6195] ' Fyancisco Javier
Fernandez2[0000—0003—-4427-3935] ' 51\ q Cédric
Marco-Detchart2:3[0000—0002—4310-9060]

! dateando S.L., Pol. Ind. Berroa 19, 31192 Tajonar, Navarra, Espafia
rcozma@dateando.tech, gviscarret@dateando.tech
2 Dpto. de Estadistica, Informatica y Mateméaticas, Universidad Publica de Navarra,
Campus Arrosadia, 31006 Pamplona, Espana
cozma.179091Qe.unavarra.es, bustince@unavarra.es,
fcojavier.fernandezQunavarra.es, cedric.marco@unavarra.es
3 IdiSNA, Instituto de Investigacién Sanitaria de Navarra, Hospital Universitario de
Navarra, 31008 Pamplona, Espana

Resumen El Agua No Registrada (ANR) supone pérdidas millonarias a
nivel global, impulsando la bisqueda de métodos de deteccién temprana
de anomalias en redes de distribucion. Este trabajo presenta la aplica-
cién y comparacion de dos estrategias bivariantes (caudal @, presion P)
sobre datos reales del SCADA de la empresa dateando (Navarra), en en-
tornos dindmicos no etiquetados con elevada incertidumbre epistémica.
En este trabajo se compara la aproximaciéon mstump estandar para bus-
queda de top-k discords con una estrategia basada en 6érdenes admisibles.
Frente a la naturaleza compensatoria del mstump, que enmascara pre-
cursores criticos cuando una variable normaliza la desviacion de la otra,
el uso de 6rdenes admisibles jerarquiza las variables segtin cinco esce-
narios operativos fisicamente interpretables (fuga, anomalia de control,
dominancia de @, dominancia de P y referencia), segregando eventos in-
cipientes antes de su escalada a fallos graves en la regulacién de presion
(PRV). Los resultados demuestran que el método propuesto iguala la
eficacia diagnostica del estandar, incorpora un escenario de anomalia de
control inaccesible para éste, e identifica criterios objetivos de seleccion
de ventana temporal sin requerir etiquetas ni validaciéon externa.

Keywords: Matrix Profile - Top-k discords - Ordenes admisibles - In-
certidumbre - Hidraulica urbana.
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1. Introduccion

El Agua No Registrada (ANR), desperdiciada principalmente por fugas y
roturas de tuberias, genera pérdidas globales de aproximadamente 39.000 mi-
llones de USD al afio [5]. En Navarra, el ANR alcanza el 22 % [4], lo que pone
de manifiesto la necesidad de desarrollar sistemas capaces de anticiparse a los
fallos.

En este contexto, esta investigacion se desarrolla dentro de Aquando, la pla-
taforma de gestion inteligente del agua de la empresa dateando. El objetivo es
mejorar las capacidades de deteccion de anomalias de la plataforma, actualmente
basadas en umbrales fijos, mediante enfoques mas flexibles y adaptativos capaces
de responder a la variabilidad real de las redes hidraulicas. Para ello, se propone
un enfoque que busca un equilibrio entre precision, interpretabilidad y eficiencia
operativa, tres requisitos que los modelos de Deep Learning raramente cumplen
de forma simultanea en entornos industriales [3,7]. El enfoque propuesto combina
la informacién de caudal y presion mediante Matriz Profile* y érdenes admisi-
bles, considerando las variables caudal y presién y priorizando sobre otra segin
el contexto operativo. El resultado es un método capaz de detectar senales tem-
pranas de fallo de forma robusta, sin necesidad de datos etiquetados y adaptado
a las condiciones reales de operacion de la red [6].

2. Preliminares

Esta investigacion analiza series temporales de caudal (Q) y presion (P) re-
cogidas por el sistema SCADA de dateando en depositos y distintos sectores de
la red de distribuciéon de Navarra, con mediciones cada 5 minutos. Se trata de
datos procedentes de un entorno dindmico y no etiquetado, caracterizado por
estacionalidad ciclica, una tendencia global estable y ruido operativo, lo que di-
ficulta distinguir el comportamiento normal de las anomalias. Para abordar este
problema, se realiza una limpieza de datos seguida de una descomposicién STL
(Seasonal-Trend decomposition using Loess) [1], que permite separar tendencia,
estacionalidad y ruido. De este modo, se establece una linea base del comporta-
miento normal de la red. A partir de esta referencia, el objetivo no es inicamente
detectar fallos evidentes, sino identificar precursores, es decir, pequenas desvia-
ciones que aparecen antes de una averia y que actiian como senales tempranas
de degradacion del sistema.

Para ello, se emplea Matriz Profile (MP), una estructura de datos que, dado
un fragmento de senal de longitud L, mide su grado de similitud respecto al
fragmento mas parecido dentro de toda la serie. Los fragmentos méas disimilares,
denominados top-k discords, se consideran candidatos a anomalia. Se comparan
dos formas de combinar las senales ) y P:

Agregacién estandar (mstump®): Promedia las distancias de Q y P antes
de identificar el discord. La limitaciéon de este enfoque es que, si P se mantiene

4 https://github.com/matrix-profile-foundation /matrixprofile
® https://github.com/stumpy-dev /stumpy
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Cuadro 1. Escenarios operativos y criterio prioritario Vi = Ay - [dq, dp]T,

Escenario det(A) Vi (criterio prioritario)
Fuga/Rotura —2,00 dg + dp (magnitud total)
Anomalia de Control +2,00 dg — dp (incoherencia Q-P)
Dominancia @ +0,68 0,8dg +0,2dp
Dominancia P —0,68 0,2dg +0,8dp
Referencia +0,98 0,7 (dg + dp)

estable, su comportamiento puede compensar una desviacion relevante en @,
ocultando posibles precursores.

Agregacion con 6rdenes admisibles: En lugar de promediar, se emplean
ordenes admisibles [2], definidos como relaciones de orden total que refinan la
estructura de un orden parcial dado, para asignar una prioridad explicita a cada
variable a través de la transformacion V.= A-[dg, dp]'. La primera componente
V1 determina el ranking de anomalias, mientras que V5 acttia inicamente como
criterio de desempate. La matriz A se selecciona segiin el escenario operativo que
se desee analizar (Tabla 1), de forma que una anomalia en la variable prioritaria
no quede enmascarada por la estabilidad de la otra.

3. Resultados y Discusion

La validacion se llevd a cabo con datos reales de un sector de la red de
distribucién de agua de Navarra, recogidos entre agosto y septiembre de 2023,
con un total de 17568 muestras. Durante este periodo se produjo un colapso
critico entre los dias 11 y 14 de septiembre, precedido por senales sutiles de
inestabilidad a finales de agosto.

El anélisis en distintas escalas temporales (L entre 1 y 5 dias) muestra que
la deteccion de anomalias depende fuertemente de la ventana elegida. Mientras
que el fallo masivo de septiembre domina la mayoria de escalas, la configuraciéon
de L = 3 dias destaca por identificar claramente el precursor de finales de agosto
como el evento mas singular. Esto sugiere que las 72 horas constituyen el intervalo
clave para capturar las primeras senales de inestabilidad antes del fallo.

El método propuesto va un paso mas alla del mstump, detectando la anomalia
y clasificindola al mismo tiempo. Los escenarios de Fuga/Rotura y Referencia
reproducen los resultados del estandar, validando la coherencia interna del méto-
do. Sin embargo, el escenario de Anomalia de Control aporta un valor diferencial,
identificando como evento principal el precursor de finales de agosto, asociado a
un comportamiento anémalo en los sistemas de regulacion (valvulas PRV). Esto
indica que el método es capaz de detectar pérdidas de coherencia entre varia-
bles antes de que se produzca un fallo evidente. Al evitar la compensaciéon entre
senales, se hacen visibles problemas que los métodos basados en promedios tien-
den a ocultar. Finalmente, la ventana de L = 4 dias se identifica como el mejor
compromiso global, ya que todos los escenarios coinciden en senalar el mismo

4.
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evento critico. Ventanas mas cortas fragmentan la anomalia, mientras que ven-
tanas mas largas la diluyen al mezclarla con el comportamiento habitual de la
red. En conjunto, el enfoque permite avanzar hacia un mantenimiento proactivo,
donde cada alerta se asocia a una causa fisica clara sin necesidad de etiquetado
previo.

4. Conclusiones y Trabajo Futuro

La incorporacion de ordenes admisibles al Matriz Profile mejora el diag-
nostico respecto a enfoques basados unicamente en magnitud estadistica. En
particular, el intervalo de 3 a 4 dias se identifica como la escala mas relevan-
te del sistema. La ventana de 3 dias permite capturar precursores sutiles que
aparecen varios dias antes del fallo, mientras que la de 4 dias confirma la degra-
dacion estructural al obtener consenso entre las senales de caudal y presion. Esta
combinacion permite distinguir de forma mas clara entre variaciones operativas
habituales y anomalias reales, proporcionando una deteccién con margen sufi-
ciente para intervenir. Como trabajo futuro, se plantea automatizar la selecciéon
de la ventana 6ptima y explorar técnicas de anélisis espectral que permitan ca-
racterizar mejor los fallos de control, asi como reducir la sensibilidad del método
al ruido en los datos.

Acknowledgments. Este trabajo ha sido financiado por la ayuda de «Doctorados
Industriales 2025» del Gobierno de Navarra (referencia 0011-1408-2025-000005).

Disclosure of Interests. Los autores declaran que no tienen intereses en competencia
relevantes no declarados para el contenido de este trabajo.
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assessment: a linguistic fuzzy approach
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Abstract. Quality-of-life assessment in ambient assisted living environ-
ments currently relies on psychometric questionnaires that are discrete
in time and dependent on self-report, while human activity recognition
systems produce continuous outputs that are opaque and poorly com-
municable to clinicians. This work in progress proposes a formal map-
ping between the two: a linguistic Mamdani fuzzy inference system that
translates sensor-derived behavioural aggregates into a continuous level
on the ordinal EQ-5D-5L scale, focused on the Mobility dimension. Two
operational antecedents (daily time outside the home and nightly sleep
duration) feed a consequent aligned with the five ordinal levels of the
instrument. A pilot on the Mi4A-HomeData dataset (two co-residing
patients, fourteen days, multi-resident ambient assisted living setting)
shows that the inferences reproduce the expected behavioural hierarchy
without hard thresholds and offer explicit traceability down to the acti-
vated rules.

Keywords: Fuzzy logic - Human activity recognition - Explainable AI
- Health-related quality of life - Ambient assisted living - Smart home.

1 Introduction and motivation

The continuous measurement of quality of life (QoL) in ambient assisted living
(AAL) remains an open methodological challenge. Validated instruments such
as the EuroQol 5-Dimension 5-Level questionnaire (EQ-5D-5L) [3] provide clin-
ical anchoring, but they must be administered individually by care staff (which
does not scale to continuous monitoring), depend on self-report, and are discrete
in time, missing sub-clinical change. A sensor-based human activity recognition
(HAR) system could estimate the same construct continuously and objectively
from observed behaviour; HAR has reached technical maturity and enables con-
tinuous, non-invasive observation [2], but its outputs are classes or probabilities
poorly communicable to clinicians and lacking anchoring in any psychometric
construct.

* Corresponding author: llopez@Qujaen.es
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Post-hoc explainability methods (SHAP, LIME, Grad-CAM for 1D signals)
add an external interpretive layer to opaque models. Linguistic fuzzy logic [6]
instead embeds interpretability natively: each inference combines IF-THEN rules
in the expert’s vocabulary, and the result is traceable to the membership grade of
each antecedent. To the best of our knowledge, no proposal explicitly translates
HAR output into an EQ-5D-5L level through fuzzy inference.

This work in progress reports a first step in that direction, restricted to the
Mobility dimension. Its contribution is threefold: (i) an explicit conceptual map-
ping between the questionnaire item and sensor-derived observable variables;
(ii) a Mamdani type-1 fuzzy inference system (FIS) that materialises that trans-
lation as a continuous scalar on the ordinal range [1,5]; and (iii) a feasibility
demonstration on a multi-resident AAL dataset with explicit traceability and
behaviourally coherent results.

The EQ-5D-5L questionnaire [3] structures self-perceived health along five
orthogonal ordinal dimensions, which makes partial estimation legitimate; we
therefore confine ourselves to Mobility.

EQ-5D-5L provides descriptive labels but no quantitative criteria, and no val-
idated mapping exists between them and continuous behavioural variables — the
gap this work addresses. Consistent with the digital-biomarker and behavioural-
phenotyping literature, we hypothesise that both vocabularies describe the same
underlying construct: observed behaviour manifests the functional capacity that
the questionnaire estimates subjectively [1].

Hard thresholds would not capture this imprecision, which the Mamdani
formulation [6] accommodates natively, yielding a continuous, auditable inference
on the ordinal [1, 5] scale.

2 Fuzzy inference system for the EQ-5D-5L Mobility
dimension

The implemented system is a Mamdani type-1 FIS with two operational an-
tecedents and a single consequent aligned with the Mobility dimension. Time
outside the home (daily minutes spent outside the dwelling) is an observable
correlate of ambulatory capacity, consistent with life-space mobility [1]; nightly
sleep duration spans insufficient, adequate and excessive ranges, following adult
rest recommendations [4]. In the absence of validated quantitative thresholds for
the EQ-5D-5L labels, the antecedent breakpoints are expert priors amenable to
data-driven calibration in future work. Both antecedents use three trapezoidal
labels; the consequent is defined over [1,5] with five triangular labels centred at
integers 1-5, respecting the ordinal nature of EQ-5D-5L in which each level is a
point rather than a band. Figure 1 depicts the complete partitions.

The rule base comprises nine IF-THEN rules; for instance, IF time outside
is high AND sleep is adequate THEN Mobility is no problems. Inference uses
the minimum t-norm for antecedent conjunction and the maximum t-conorm
for rule aggregation, with centroid defuzzification over the resulting area. The
system is continuous and bounded by construction.
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Fig. 1. Fuzzy partitions: two trapezoidal antecedents and a triangular consequent on
the ordinal EQ-5D-5L scale.

3 Pilot case and preliminary results

The system was evaluated on the Mi4A-HomeData (MicroChip4Age) dataset [5],
a multi-resident AAL scenario with two patients co-habiting an instrumented
dwelling with Bluetooth Low Energy (BLE) anchors and manual activity anno-
tation over fourteen consecutive days. From the six annotated activities we use
the traces of leaving the home and sleep, aggregated as daily minutes outside
the dwelling and hours of the main nightly sleep episode per patient and day.
After discarding one partial initial day, twenty-five valid days remain across both
patients.

Figure 2 shows the daily trajectory of the inferred Mobility level. Both pa-
tients remain predominantly between no problems and moderate, compatible
with preserved functional autonomy, with Patient 1 showing a better median
than Patient 2; day-to-day oscillations capture specific days of domiciliary con-
finement as a transient degradation that recovers once the usual pattern resumes.

=9 no problems slight moderate B severe EE unable

—8— Patient 1
—#— Patient 2

Monitoring day

Fig. 2. Daily trajectory of the ordinal EQ-5D-5L Mobility level inferred by the FIS
for the two patients of Mi4A-HomeData. The y-axis is inverted so that upward values
represent better mobility. Coloured bands associate ranges of the inferred scalar with
the linguistic levels of the instrument.

Table 1 reports four representative days. Three readings emerge. (i) The
operational range spans the scale from no problems to severe without saturating
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Table 1. Best and worst day per patient; in parentheses, the closest ordinal label.

Patient and case Date Time outside (min) Sleep (h) Level (FIS)

P1 - best day 2024-04-05 474 7.3 1.33 (no problems)
P1 - worst day ~ 2024-04-14 60 9.8 3.80 (severe)
P2 - best day  2024-04-08 296 6.8 2.19 (slight)
P2 - worst day 2024-04-04 0 8.2 3.00 (moderate)

it. (ii) The output is continuous between adjacent days with small antecedent
variations, a property hard-threshold rules cannot deliver. (iii) Each inference
is traceable: Patient 1’s worst day (60 min outside, sleep in the excess band)
is explained by naming the two activated linguistic labels and the resulting
consequent, with no external explainability technique required.

Ongoing extensions. Priorities are validation on substantially larger cohorts
and extension to the remaining sensor-observable EQ-5D-5L dimensions and to
fully automatic activity recognition, within the broader Fuzzy-Qol-AAL pro-
gramime.
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Resumen. El estrés cronico es un factor de riesgo cardiovascular y men-
tal cuya detecciéon continua mediante dispositivos vestibles del Internet
de las Cosas Médicas constituye una alternativa no invasiva viable en el
borde. Llevar esa solucién a un despliegue real exige aprendizaje feder-
ado; sin embargo, el algoritmo canonico FedAvg no contempla factores
determinantes como la calidad de la senal, el movimiento, la bateria o la
antigiiedad de la calibracién. Proponemos un sistema basado en reglas di-
fusas de tipo Mamdani que toma esos cuatro factores como antecedentes
operacionales y devuelve dos salidas continuas y auditables, una proba-
bilidad de inclusiéon 7. y un peso de agregaciéon w., mediante una base
de once reglas. Se ha desarrollado un prototipo en scikit-fuzzy evalu-
ado sobre cinco perfiles de cliente, base de un futuro sistema federado de
deteccion de estrés desplegado sobre dispositivos de bajo coste.

Palabras clave: Aprendizaje federado - Logica difusa - Monitorizacién
del estrés - Variabilidad de la frecuencia cardiaca - Internet de las Cosas
Meédicas.

1 Introduccion

El estrés cronico afecta a cerca del 13 % de la poblacion adulta y es un factor
de riesgo cardiovascular y mental [7]. La evaluacion clinica convencional resulta
intrusiva y poco apta para la monitorizacién ambulatoria, mientras que el In-
ternet de las Cosas Médicas (IoMT) y los dispositivos vestibles han abierto una
via no invasiva basada en la Variabilidad de la Frecuencia Cardiaca (HRV) y el
ritmo respiratorio, viable incluso sobre dispositivos de computo reducido [4]. El
salto a un despliegue real choca, sin embargo, con dos obstéculos: la marcada

* Autor de correspondencia: llopez@Qujaen.es
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variabilidad inter-sujeto obliga a personalizar el modelo a cada paciente, y las
restricciones regulatorias y éticas sobre la centralizaciéon de datos biométricos
limitan la agregacion de informacion.

El aprendizaje federado (FL) [3] responde a ambos problemas: mantiene los
datos en el dispositivo y habilita el entrenamiento colaborativo. En nuestra prop-
uesta basada en dispositivos vestibles biométricos, Fed Avg presenta limitaciones
operacionales: trata la inclusiéon como decisioén binaria que descarta el matiz de
indicadores como el Indice de Calidad de la Senal (Signal Quality Index, SQI) [5],
combina evidencias heterogéneas (senal, bateria, calibracion) mediante umbrales
independientes y no proporciona trazabilidad clinica de la exclusién. Para abor-
darlas proponemos un sistema basado en reglas difusas [2] de tipo Mamdani,
en adelante médulo difuso, concebido para integrarse en arquitecturas federadas
como las validadas previamente en entornos clinicos e IoMT [6].

El caso de uso de referencia [4] aborda la clasificacion estrés/no-estrés sobre
WESAD con un esquema de dos etapas (entrenamiento poblacional y fine-tuning
por sujeto) en dispositivos de borde. Se proyecta sobre un esquema FL con
personalizacion local persistente: cada sujeto es un cliente que entrena de forma
incremental sobre sus registros HRV y respiratorios, conserva el modelo afinado
y participa en rondas periddicas de agregaciéon con un nodo central, sobre las
que actua la capa difusa descrita a continuacion.

2 Sistema basado en reglas difusas para seleccion y
ponderacion federada de clientes

El modulo difuso recibe cuatro sefiales operacionales por cliente, detalladas en la
Figura 1: el SQI cardiaco (indice de Orphanidou en [0, 1]) gobierna la validez de
las caracteristicas de HRV; el movimiento distingue un sensor mal ajustado de la
actividad fisica; la energia condiciona la comunicacion con el nodo y la fiabilidad
de las medidas; y la antigiiedad de la calibracion refleja que la medicacion puede
desfasar los valores de referencia en pocas horas.

El médulo difuso produce dos consecuentes funcionalmente desacoplados: la in-
clusion 7. (;jdebe participar el cliente en la ronda actual?) y el peso w, ({cuanto
debe contribuir su actualizacion al modelo agregado?). Ambos comparten las
mismas cinco etiquetas trapezoidales (muy baja a muy alta) de la Figura 1.
Cada cliente evalda las 11 reglas en local combinando los antecedentes con la
T-norma, agrega las contribuciones activadas con la t-conorma del maximo y
obtiene (., w,) por defuzzificacién de centroide, siguiendo el tratamiento estan-
dar de Mamdani [2]. Las reglas, derivadas de conocimiento experto, cubren la
exclusiéon (mala sefial, movimiento o bateria critica), la inclusion graduada por
SQI, energia y antigiiedad de la calibracion, y la reduccion del peso ante una cal-
ibracion obsoleta; una regla de soporte residual (R11) garantiza por construccion
Te 2 Tmin-

Integracion con FedAvg. En la ronda t cada cliente ¢ evalia localmente su
modulo difuso sobre las cuatro senales y transmite al nodo central el par (7%, w?).
El nodo realiza para cada cliente una tirada de Bernoulli con probabilidad 7%; el
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Fig. 1. Funciones de pertenencia del modulo difuso: cuatro antecedentes operacionales
(SQI cardiaco, movimiento, energia, antigiiedad de la calibracion) y la particion de
salida compartida por 7. y we.

subconjunto resultante S; se corrige para satisfacer la restriccion de cardinalidad
|St| € [Kmin, Kmax]- El peso canonico de FedAvg n./n se sustituye por el peso
compuesto wine/ Y g, Wi ner, de modo que los clientes con menor calidad
operacional contribuyen menos al modelo agregado. Este es el régimen de biased
client sampling de [1], cuyas garantias de convergencia se preservan bajo dos
condiciones constructivas: (i) 7% > Tmin > 0 para todo c,t, impuesta por R11;
y (ii) la respuesta continua y acotada del modulo a sus entradas, que se verifica
para nuestras particiones trapezoidales y los operadores minimo,/méaximo.

3 Resultados preliminares

Implementamos el médulo difuso en scikit-fuzzy con las 11 reglas y las par-
ticiones de la Figura 1, y lo evaluamos sobre los cinco perfiles de la Tabla 1. El
rango operativo 7., w. € [0,27; 0,93] reproduce la jerarquia cualitativa esperada
(condiciones ideales arriba, bateria critica abajo pese a su sefial casi perfecta) sin
umbrales duros, y cada salida es trazable a las etiquetas lingiiisticas activadas. El
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Table 1. Salidas m. y w. defuzzificadas por centroide sobre cinco perfiles representa-
tivos de cliente.

Perfil SQI Artef. Energ. Cal.(h) 7. we

Nominal 0.72 030 0.55 6 0.57 0.57
Sujeto en movimiento 0.45 0.75 0.60 12 0.38 0.38
Bateria critica 0.85 0.15 0.10 4 0.27 0.27
Condiciones ideales 0.92 0.10 0.90 2 0.93 0.93

Calibracion obsoleta  0.55 0.20 0.50 60 0.50 0.38

perfil de calibracion obsoleta ilustra el desacoplo entre consecuentes (7. = 0,50
frente a w. = 0,38): el cliente sigue siendo seleccionable pero su gradiente pesa
menos porque el moédulo reconoce que el fine-tuning local esta desfasado.

4 Trabajo en desarrollo

Los resultados validan el comportamiento del médulo difuso a nivel de cliente; el
siguiente paso es integrarlo en el bucle federado completo, desplegéandolo sobre
dispositivos vestibles biométricos y un nodo central de agregacién para evaluar
su comportamiento conjunto con FedAvg en condiciones operativas reales.
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Resumen Las biosenales modeladas por expertos suelen interpretarse
como secuencias de observaciones lingiiisticas, no como flujos numeéricos
en bruto. Esta representacion es especialmente ttil en contextos clinicos,
donde las etiquetas lingiiisticas facilitan una caracterizacién préxima al
razonamiento profesional. Ademés, el significado de cada observacion
depende del momento en que aparece y de la combinaciéon de varios des-
criptores. Este trabajo presenta un operador de similitud difusa para
actuar como coste local en algoritmos de comparacién de series tempo-
rales, tomando Dynamic Time Warping (DTW) como caso de uso. Cada
evento se representa mediante varios descriptores lingiiisticos, incluido
el contexto temporal, y la coincidencia se calcula en el espacio cualita-
tivo de cada descriptor. Un umbral por variable acttia como compuerta
de admisibilidad: una discrepancia en un eje critico impide la alineacién
aunque los demés descriptores sean similares. El operador devuelve un
grado de similitud interpretable en [0, 1] o una marca de no comparabi-
lidad, que en DTW se traduce en celdas prohibidas y dirige el camino
optimo hacia regiones cualitativamente coherentes.

Keywords: Modelado experto de datos - Series temporales - Similitud
difusa - Computaciéon por palabras - Dynamic Time Warping.

1. Introduccién y motivaciéon

En numerosos dominios cientificos e industriales, y de forma muy particular
en el anéalisis de biosenales, las series temporales (ST) se interpretan como se-
cuencias de observaciones que un experto reconoce y etiqueta cualitativamente,
mas que como flujos numeéricos en bruto. Su significado no suele depender de una
tnica magnitud, sino de la lectura conjunta de descriptores. Esta idea sustenta
las descripciones y resumenes lingiiisticos difusos de ST [1], que transforman me-
didas en enunciados proximos al lenguaje experto. En senales biomédicas, esta
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capa lingiiistica ayuda ademaés a expresar rangos, tendencias y cambios relevantes
en términos que pueden ser discutidos, validados y reutilizados por profesionales
clinicos.

Una vez representados lingiiisticamente, los eventos deben poder compararse
de forma numérica para tareas como monitorizacion, detecciéon de anomalias,
recuperacién o agrupamiento por prototipos. Existen distancias y medidas de
similitud definidas sobre restmenes lingiiisticos [2,3], pero dos aspectos del ra-
zonamiento experto siguen poco representados, sobre todo cuando las etiquetas
pretenden conservar significado clinico. Primero, la multiplicidad de descriptores:
las distancias clasicas reducen la observaciéon a un escalar y muchas aproxima-
ciones lingiiisticas conservan solo una etiqueta dominante. Segundo, el contexto
temporal: un mismo evento puede cambiar de significado segin cuéndo ocurra,
aunque a menudo el tiempo se trata solo como indice y no como eje seméntico.

La comparacion de secuencias completas suele abordarse mediante DTW [5],
que alinea dos series a partir de una matriz de coste local. La eleccion de ese coste
determina la seméantica del alineamiento: una distancia euclidea ignora la estruc-
tura cualitativa del evento, mientras que un operador lingiiistico multietiqueta
convierte cada celda en una comparacion interpretable. El operador propuesto
se disefia como coste local para DTW y transforma las marcas de no compara-
bilidad en celdas prohibidas, de modo que el camino de warping preserve una
alineacién coherente con el razonamiento experto.

2. Operador propuesto

2.1. Representacion multietiqueta de un evento

Sea un evento caracterizado por K descriptores lingiiisticos definidos por el
experto, cada uno sobre su propio universo de discurso Uy y equipado con una
familia ordenada de etiquetas £*) = {Lgk)7 . ,L%?} con funciones de pertenen-
cia p L0 Ui — [0,1]. En biosefiales, estos descriptores pueden codificar no solo

magnitudes, sino también estados clinicamente comprensibles como intensidad,
1) (K ))
K3

estabilidad o tendencia. Para un evento z; con componentes (x; ’,...,z; '), su
huella lingiiistica difusa es la tupla
0 (2;) = (w0 (@), ... Y (=)). (1)
1 I

2.2. Coincidencia por descriptor

Para cada descriptor k, la etiqueta lingiiistica dominante de un evento z se
define como
(M (2) = ar max Z() 2
(2) gre{l,...7Rk}ML5'k)( ) 2)
es decir, el indice de la etiqueta que mejor resume z a lo largo del descriptor k.
La coincidencia entre dos eventos x; y y; en ese descriptor se define como el com-
plemento de la distancia posicional normalizada entre sus etiquetas dominantes
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en L£LF):
9 e) — €9 3)

Ry —1

S® (i, y;) = 1~ (3)
La puntuacion S*) € [0,1] es simétrica y reflexiva: vale 1 cuando ambos even-
tos comparten etiqueta dominante y decrece linealmente con la separaciéon entre
dominantes. Esta eleccion mantiene el operador cercano a la verbalizaciéon exper-

ta —*‘manana, alto, en ascenso”™— y facilita que la comparacién conserve una
lectura clinica o funcional, sin exigir la comparacién de distribuciones difusas
completas.

2.3. Compuerta especifica por variable

Cada descriptor tiene un umbral de admisibilidad 7 € [0, 1] que fija la mi-
nima coincidencia lingiiistica exigida en ese eje. Sea KCreq € {1,..., K} el sub-
conjunto de descriptores obligatorios, y sea {Wk}i(ﬂ una ponderacién convexa
(>-pwi =1, w > 0). El operador devuelve un valor cuando todos los descripto-
res obligatorios satisfacen su umbral, y una marca de no comparabilidad en caso
contrario:

K
Zwk S® (x4,y;), si S®(zi,y;) > 1k Yk € Kreq,
=1

Flxiy;) = (4)

1, en otro caso.

El simbolo | marca el par como no lingiiisticamente comparable. El operador
es simétrico, reflexivo sobre pares admisibles y acotado en [0, 1] siempre que se
devuelva un valor.

2.4. Integracion en DTW

El operador F se incorpora como coste local en DTW usando 1 — F(z;,y;)
para los pares admisibles y 400 para las celdas marcadas con L. Asi, las res-
tricciones lingiiisticas de los umbrales 7, se propagan al alineamiento global: el
camino 6ptimo no solo minimiza coste, sino que debe pasar por pares cualita-
tivamente comparables. Esto resulta relevante cuando una diferencia local, por
ejemplo entre dos estados fisioldgicos, no debe quedar compensada por coin-
cidencias menos criticas en otros ejes. La Figura 1 muestra céomo las regiones
prohibidas redirigen el alineamiento hacia zonas de coherencia lingiiistica.

3. Conclusiones

El operador presentado compara cada descriptor en su propio espacio cuali-
tativo, incorpora el contexto temporal como un descriptor mas y usa umbrales
especificos para decidir la admisibilidad de cada par. La formulacién permite
mantener la seméntica de etiquetas relevantes en la caracterizacién de biosena-
les, evitando que diferencias cualitativas importantes se diluyan en una distancia
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(a) DTW con coste euclideo (b) DTW con Fy compuerta (tx = 1)

ngﬁ 294

celdas donde los

8 8 caminos discrepan
5 15 3 15
g g celdas L (no
> = comparables)
0-d s : 0-9 : :
0 15 29 0 15 29
Y (indice) Y (indice)

Figura 1. Matrices de alineamiento DTW para dos series con ambos costes.

puramente numérica. Al emplearse como coste local en DTW, las marcas 1 se
convierten en celdas prohibidas que reconducen el camino de warping y producen
alineamientos coherentes con el razonamiento experto sobre patrones tempora-
les.
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Resumen Este trabajo en progreso aborda la asignaciéon automaética de
reservas a mesas o combinaciones vélidas en restaurantes. Se formula una
version bésica y funcional basada en CP-SAT que respeta capacidades,
reservas fijadas manualmente, restricciones de mesas, no solape temporal
con buffers y carga de cocina. El objetivo principal es preservar capacidad
futura, en particular el tamano méximo de grupo aceptable por franja.
Ademas, se definen medidas difusas para convertir riesgo, saturacion y
preferencia de mesas en grados de satisfaccion comparables. El prototipo
se ha embebido en una aplicacién de gestion de reservas y se encuentra
en pruebas en restaurantes reales.

Keywords: Asignacion de reservas - CP-SAT - légica fuzzy - capacidad
futura - restaurantes.

1. Motivaciéon y alcance

La gestiéon de reservas exige asignar cada grupo a mesas fisicas o combina-
ciones permitidas, respetando capacidades, decisiones manuales del personal y
restricciones temporales. Una solucién factible puede ser operativamente pobre si
bloquea recursos grandes, concentra llegadas en cocina o deja huecos dificiles de
reutilizar. Por ello, el objetivo no se limita a acomodar reservas existentes, sino
que busca mantener flexibilidad para nuevas reservas. El sistema considerado cu-
bre tres tareas: asignar reservas no fijadas, responder consultas de disponibilidad
y estimar una curva de capacidad por franja. La contribucién preliminar es una
formulaciéon compacta que separa restricciones duras de medidas difusas usadas
para diagnodstico, ordenacion de alternativas y explicaciéon operativa.

2. Modelo basico y restricciones principales

Sea M el conjunto de mesas fisicas y R el de recursos validos; cada recurso r
es una mesa o combinacion, ocupa M(r) C M y tiene capacidades CI™™ Ca* ¢
Lo, CYM" < O, El servicio se discretiza en franjas

TZ{O,...,K—l}, KZ(Hﬁn—Hini)/A_
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Cada reserva ¢ € 7 tiene tamano p;, inicios S; C 7T, duraciones L;, mesas
restringidas M y mesas preferidas M. Por defecto, MI®' = M, y la
preferencia efectiva es MP™HT — pfPref o prest,

Los recursos admisibles, la ocupacién temporal y los candidatos se definen
como

Ri={reR:C™" < p, < O™ A M(r) C MISY,
Oi(s,0) ={7€T:5—-B <T<s+{—-1+8},
2, ={(r,8,£) ;7 €Ry, s€S;, L€ Ly, O;(s,£) CT}.
La variable binaria z; , s ¢ indica que la reserva i se asigna al recurso r, inicio sy
duracién £. Si z; s ¢ = 1, entonces start; = s y end; = s + ¢ — 1. Las reservas se

separan en fijas F y optimizables & = Z \ F. Las restricciones principales son:
asignacion tunica, bloqueo de reservas fijas y no solape por mesa fisica,

> wipee=1 Vi€l
(r,s,)€82;

Tiprsror =1, Tipse=0 VieF, (r,s0)#(r],s],07),

4,7,8,0 __ {1’ mEM(T) A TGOi(saé)v
m, T
0, en otro caso,
SO>S i <1 VmeM, VT eT.
1€T (r,s,6)€82;

Las preferencias de mesas no son restricciones duras. Se modelan mediante

1, Mg)ref — ®7
mi(r) = IM(r) N MPeEet
M) , en otro caso,
1
Pref(S) = ? Z Wi(r)mi,r,s,ﬂ-
‘ |i,(r,s,£)€(),;

La carga de cocina por franja puede incorporarse con pesos de llegada wy:

Ar=30 D0 prslan (T = )i,

€T (r,s,0)€82;
672A77Q77 67’20-

Asi, Satexe = ), e, cuantifica el exceso sobre la capacidad de cocina Q- y puede
usarse como diagnostico o criterio secundario. Esta separacion entre restricciones
duras y criterios blandos facilita su uso en la aplicacion: el personal puede bloquear
reservas o restringir mesas, y el optimizador reorganiza sblo las reservas restantes.
La version basica prioriza factibilidad, estabilidad y respeto de decisiones humanas
antes que una reasignacion global agresiva. Esto es importante en sala, donde
pequenios cambios pueden ser aceptables matematicamente pero incomodos para
el personal.

-19-



Libro de resiimenes del XXIV Congreso Esparfiol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy — ESTYLF 2026, 11-13 de noviembre de 2026, Jaén

3. Capacidad futura y férmula de Cap™&

Para una soluciéon S y una franja de inicio 7, Cap_max es el tamano méximo
de un tnico grupo aceptable. Sea ¢**f la duracién de referencia de una nueva
reservay [~ (P), f*(P) sus buffers. Denotamos por o, ,(S) € {0, 1} la ocupacion
inducida por S en la mesa fisica m y la franja 7:

W(r,P)={r €T 71— f(P) <7 <740 —14 fH(P)}.
La definicion mateméatica es

Cap™™(7;8) = méx{P € Z>( : Ir € R, O™ < P < Oméx,
Vm e M(r), V7' € W(r, P),
O+ (S) = 0}.

Una integracién basica en CP-SAT evaltia cada recurso en C** mediante la
ocupacion decidida o, -, la disponibilidad binaria z, , y auxiliares ¢, ,:

1,7,8,0
Om,r = § 5m,7’ L r,s,05
i,(r,8,0)E02;

hr,r = Z Z Om, 7/, Zrr = 1& hr,‘r = Oa

meM(r) ' eW (1,Cmax)
;= Cmay Cap™d* = méx (0, {t,,- : 7 € R}).

T

tr.
La equivalencia y el maximo se implementan con restricciones reificadas y una
restriccion de maximo del solver. El objetivo principal en un conjunto de franjas
relevantes 7' C T queda
max E w, Cap ™,
TET'

donde w;, pondera las horas de mayor demanda. Esta version mantiene como
criterio principal la flexibilidad para aceptar grupos grandes. Operativamente,
Cap?léx no es aforo libre agregado, sino el mayor grupo real aceptable en 7
considerando mesas, combinaciones y buffers. En el prototipo se muestra como
curva de disponibilidad futura; una caida local alerta de que una asignacion
factible consume recursos estratégicos. Esta métrica evita decisiones miopes, por
ejemplo asignar un grupo pequeno a la dnica mesa capaz de alojar un grupo
grande posterior. También permite comparar escenarios antes de confirmar una

reserva nueva. El motor previsto es CP-SAT de OR-Tools [2].

4. Medidas difusas

La viabilidad binaria no captura la calidad operativa gradual. Se convierten
riesgo, saturacion y preferencia en grados p € [0,1] mediante funciones de
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pertenencia lineales a trozos, siguiendo la nocién clésica de conjuntos fuzzy [1]:

0, z < a,
p(z5a,0) = (x —a)/(b—a), a<z<b,

1, x>0,

1, r < a,
pr(zsa,b) =< (b—x)/(b—a), a<z<b,

0, x>0

Estas funciones representan satisfaccion creciente y decreciente, respectivamente.
Sea Consec(m) el conjunto de pares (i, j) asignados a la misma mesa fisica m y
consecutivos en el tiempo; si no hay pares, el minimo correspondiente se toma
como 1. El hueco es g, (4, j) = start; — end;. Con I < I,

M}rci’ccsgo(iajv m) = MT(gm(iaj);FhFQ%

i S) = min min loc (3,4, m).
urlesgo( ) m (i,5)€Consec(m) /J’rlesgo( J )
Para saturacion se usa p, = A,/ méx{1,Q,} y umbrales p; < pao:
1 fol
Haat(7) = 1 (pri prop2), pisae(S) = mi 5 (7).
La preferencia es fipref(S) = Pref(S). La agregacion global preserva un veto
operativo:
V(S) = min{“riesgo(s)a Hsat (8)}7
Hglobal (S) = V(S) (v + (1 = V) upret (S)), v € [0,1].
Asi, una alta preferencia de mesas puede desempatar, pero no compensar una solu-
cién con riesgo o saturacion criticos. Las medidas firiesgo, fisat Y Hpref aCtian como
indicadores interpretables para comparar alternativas sin exponer la formulacién
completa. El uso de minimos refleja un comportamiento conservador: basta un
punto critico para degradar la solucién. Esta eleccion favorece explicaciones sim-
ples, del tipo “hay poco margen entre dos reservas” o “la cocina queda saturada”.
Las modificaciones manuales del personal se registran para detectar preferencias
no modeladas y recalibrar umbrales, buffers y pesos. En fases posteriores estas
medidas pueden incorporarse como refinamiento lexicografico tras fijar el 6ptimo
de capacidad futura.

5. Resultados preliminares y estado del prototipo

La versiéon actual ya estd embebida en una aplicacion de gestion de reservas
y se encuentra en pruebas en restaurantes. La validacién en curso compara la
asignacion optimizada frente a reglas voraces de “mesa méas ajustada’, midiendo
aceptacion de nuevas reservas simuladas, tamano maximo aceptable en horas
punta, estabilidad y tiempo de resolucién. El trabajo futuro completara la
evaluacion con datos de uso y calibraciéon automéatica de parametros difusos.
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Abstract. Como es obvio, la principal actividad que desarrollan los Sistemas Automa-
tizados de Decision es la toma de decisiones y por tanto la optimizacioén de sus elec-
ciones. Destaca el caso de los Sistemas Automatizados de Decision Cooperativos
(CADEMA) en los que surgen problemas de optimizacion multiobjetivo, naturalmente
ligados a la toma de decisiones multicriterio a posteriori. La situacién que aqui se con-
sidera supone que el decisor no elige una solucion a ciegas, sino que evaluia un conjunto
de alternativas (puntos eficientes) basindose en sus consecuencias y en criterios que
ofrecen diversas perspectivas. Si bien existen métodos clasicos (SMART,
PROMETHEE, ELECTRE...) para salvar esta dificultad, los mismos fallan cuando los
objetivos son vagos, se describen en lenguaje natural o no estan disponibles durante la
fase de calculo. Para salvar evitar estamos probando una nueva metodologia que integra
la Programacion Lineal Difusa con el Modelado para la Generacion de Alternativas,
que es la que se describe en este trabajo.

Keywords: Fuzzy Linear Programming, Fuzzy proposition, Automated Deci-
sion Making systems

1 Introduccién: El poder discriminador del orden lexicografico

La optimizacion es una practica omnipresente en la ciencia moderna, desde la logistica
industrial hasta la gestion de recursos naturales. El proceso estandar dicta que el inves-
tigador debe construir un modelo matematico: una abstraccion que intenta capturar la
esencia de un sistema mediante variables de decision, restricciones que delimitan el
espacio de soluciones factibles y funciones objetivo que miden el éxito. Sin embargo
hay una "brecha de modelado" critica en el mundo real, ya que a menudo omitimos
caracteristicas relevantes porque no sabemos como expresarlas matematicamente o por-
que son desconocidas en el momento de la formulacion inicial.

La metodologia propuesta [1] se apoyara en el empleo del orden lexicografico para
resolver problemas de Programacion Lineal Difusa (FLP por sus siglas en inglés). En
la literatura, es comtn encontrar "funciones de ranking" que intentan simplificar un
numero difuso en un solo valor real para facilitar la comparacion. No obstante, este
proceso es reduccionista y puede llevar a soluciones subdptimas o "dominadas" (solu-
ciones que parecen buenas pero son superadas por otras en todos los aspectos).
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El método lexicografico funciona de manera analoga a un diccionario: si dos palabras
empiezan por la misma letra, se mira la segunda, y asi sucesivamente. En el contexto
difuso, se utilizan multiples indices de comparacion en secuencia para "desempatar”
nameros difusos. Esto garantiza la unicidad del valor 6ptimo difuso de la funcion obje-
tivo, una propiedad técnica vital porque asegura que el valor de la funcion objetivo sea
consistente. Sin esta unicidad, el calculo posterior de los grados de verdad de las prefe-
rencias subjetivas podria arrojar resultados contradictorios, invalidando el proceso de
decision.

2 Explorando la diversidad en el espacio de decision

La técnica de Modelado para la Generacion de Alternativas (MGA) es el motor que
permite la toma de decisiones a posteriori. Su proposito no es encontrar una tnica "so-
lucion perfecta”, sino generar sistematicamente un conjunto de alternativas que cum-
plan dos requisitos fundamentales:

1. Casi-optimalidad. Que tengan un rendimiento muy cercano al optimo matema-
tico en los objetivos que si pudimos modelar (por ejemplo, el beneficio econod-
mico).

2. Diversidad maxima. Que sean lo mas diferentes posible entre si en cuanto a
los valores de sus variables de decision.

Este enfoque reconoce que el "optimo" matematico puede ser fisicamente muy distinto
de otra solucién que rinda solo un 1% menos, pero que quizas sea mucho mas robusta
frente a factores que no pudimos incluir en las ecuaciones iniciales. Al maximizar la
distancia absoluta entre las soluciones en cada iteracion del proceso, el algoritmo de
MGA "mapea" las diferentes formas en que se puede alcanzar un resultado similar,
ofreciendo al decisor un catalogo de opciones estratégicamente diversas.

3 Proposiciones difusas y lenguaje natural

La parte esencial de la metodologia es como manejar los objetivos no modelados me-
diante proposiciones difusas. Dado que una proposicion difusa es una sentencia cuyo
valor de verdad puede no ser absoluto porque se cuantifica en el intervalo [0, 1], se
propone un marco donde el conocimiento experto se captura mediante cuatro tipos de
estructuras lingiiisticas: las proposiciones incondicionales simples, las proposiciones
calificadas por la verdad, las proposiciones condicionales (Reglas de Control) y las
proposiciones compuestas [2].

Para evaluar estas proposiciones sobre soluciones que son, en si mismas, nimeros di-
fusos, se emplea una técnica de coincidencia de vocabulario que calcula el nivel de
solapamiento entre el resultado matematico de la alternativa y la definicion lingiiistica
deseada. El resultado es un valor numérico exacto que indica qué tan "cierta" es una
solucion respecto a un deseo subjetivo.
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4 Integracion y seleccion de la solucion final

Una vez generadas las alternativas mediante MGA y se han definido los objetivos no
modelados mediante proposiciones, se procede a la fase de agregacion. Se construye
una matriz de decision donde cada celda representa el grado de verdad de una alterna-
tiva frente a una proposicion especifica. Para seleccionar la mejor opcion, la metodolo-
gia utiliza el conectivo 16gico "y" (operador de interseccion), que busca la solucion que
maximice el grado de verdad global. Este enfoque es riguroso: una alternativa solo ten-
dra un valor de compatibilidad alto si satisface razonablemente bien todos los criterios
lingiiisticos. Notese que una solucion con mayor compatibilidad agregada es preferible
porque representa el mejor equilibrio entre el modelo matematico y las sutilezas cuali-
tativas del contexto real.

5 Demostracion practica: El dilema de la cosecha de pesquerias

Un ejemplo ilustra la metodologia [3]. Se plantea un problema de captura de peces en
dos periodos, un escenario clasico de gestion de recursos naturales donde los intereses
economicos suelen colisionar con la sostenibilidad biologica.
A. Configuracion del problema bajo incertidumbre. El modelo matematico inicial inte-
gra variables que, por su naturaleza bioldgica, son inherentemente inciertas y se repre-
sentan mediante Numeros Difusos Triangulares (TFN):
e Biomasa inicial (I;): Se estima en aproximadamente 1000 toneladas métricas,
representadas por el TFN (950, 1000, 1050).
e Tasas de reproduccion (r; y 12): Para el primer periodo se estima en un 20%
(0.15, 0.20, 0.25) y para el segundo en un 15% (0.10, 0.15, 0.20).
e Variables de decision (X1 y X2): Representan la cantidad de peces capturados
en cada periodo.
B. La insostenibilidad de la solucion optima referencial. Al aplicar el método lexico-
grafico para maximizar la captura total sin considerar factores externos, el resultado es
matematicamente impecable pero ecologicamente inviable. El sistema sugiere:
1. Periodo 1: Captura nula (x; = 0), permitiendo que la poblacion crezca al ma-
ximo.
2. Periodo 2: Captura masiva de todo el stock acumulado (aproximadamente
1380 toneladas).
Como consecuencia la biomasa al final del segundo periodo (I3) queda reducida a cero.
Aunque se ha logrado el maximo beneficio economico posible, se ha destruido el re-
curso para el futuro, lo que demuestra que un modelo matematico ciego a objetivos no
modelados puede llevar a decisiones desastrosas.
C. Incorporacion de regulaciones de sostenibilidad (Objetivos no modelados). Supone-
mos tres reglas expresadas en lenguaje natural (objetivos a posteriori).
e Regla 1: Si la biomasa es alta y la reproduccion baja en el periodo 1, entonces
la captura debe ser baja o media.
e Regla 2: Si la biomasa es alta y la reproduccion baja en el periodo 2, entonces
la captura debe ser baja o media.
e Regla 3: La biomasa final resultante (I3) tiene que ser media o alta.
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D. Generacion y evaluacion de alternativas con MGA. Utilizando MGA, se puede ge-
nerar un conjunto de 26 alternativas viables, que no buscan el maximo absoluto, sino
que exploran el espacio de decision buscando diversidad. Por ejemplo, se permiten des-
viaciones de hasta el 20% respecto al valor Optimo de captura. Para evaluar estas alter-
nativas, se definen funciones de pertenencia para términos como por ejemplo "Bajo",
"Medio" y "Alto" y cada alternativa se evalua frente a las tres reglas calculandole su
grado de verdad.
E. Seleccion de la solucion ganadora: El Caso de la Alternativa 4. Tras construir la
matriz de decision y aplicar el conectivo logico "y" para agregar la compatibilidad de
todas las reglas, destaca la Solucion No. 4:
e Nivel de Desviacion: Se sitiia en un rango alrededor del 20% de pérdida res-
pecto al Optimo matematico tedrico.
e Decision Técnica: Propone no capturar nada en el primer periodo y realizar
una captura de aproximadamente 757.11 toneladas en el segundo.
e Resultado de Compatibilidad: Esta solucion alcanza un grado de verdad global
de 0.62, el mas alto para ese nivel de desviacion.
A diferencia de la solucion 6ptima inicial, esta alternativa garantiza que la biomasa final
se mantenga en niveles saludables (Regla 3), cumpliendo con las normativas de con-
servacion sin sacrificar excesivamente el rendimiento econémico. Este ejemplo de-
muestra que la metodologia permite pasar de una decision "matematicamente perfecta"
pero "ética/ecologicamente erronea” a una decision equilibrada y justificada.

6 Conclusiones y futuro de la optimizacion inteligente

La importancia de considerar objetivos no modelados es capital, ya que suelen repre-
sentar las salvaguardas éticas, ambientales o de seguridad que las ecuaciones ignoran.
Perseguimos ampliar esta metodologia hacia la optimizacion no lineal y a otras formas
de incertidumbre, siendo conscientes del desafio computacional que supone transfor-
mar estos modelos en problemas de ese tipo, por lo que parece mas operativo emplear
algoritmos metaheuristicos para mantener la eficiencia en aplicaciones de tiempo real.
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Resumen Este trabajo recopila resultados recientes sobre la construc-
cion de bases de implicaciones de atributos en marcos con conexiones
de Galois que se han presentado en el articulo cientifico M. E. Corne-
jo, J. Medina, and F. J. Ocarnia. Attribute implication bases from Galois
connection structures, Mathematical Methods in the Applied Sciences,
49:27292753, 2025.

Palabras clave: Implicaciones de atributos - conexiéon de Galois - bases
- multiadjunto - reticulos de conceptos multiadjunto

1. Introduccion

Uno de los principales desafios en la teoria del Analisis de Conceptos For-
males es la determinacion de un subconjunto no redundante de implicaciones de
atributos validas a partir del cual se puedan derivar todas las demaés, es decir,
una base de implicaciones de atributos. Se han propuesto diversos enfoques para
su obtencién tanto en el marco clasico [3,4,5] como en el residuado [1], sin em-
bargo, los mecanismos subyacentes a estos procedimientos no son equivalentes
en general. En [2], proponemos un procedimiento novedoso para calcular bases
de implicaciones de atributos en contextos donde se pueda definir una conexiéon
de Galois, con especial énfasis en el marco multiadjunto, uno de los entornos di-
fusos mas generales donde los operadores de formaciéon de conceptos forman una
conexion de Galois. El cédlculo de estas bases estd inspirado en la metodologia
clasica de Guigues-Duquenne [5] y se basa en la nociéon de nodo no redundante
minimal. Este enfoque explota la estructura de clausura inducida por la cone-
xion de Galois para definir las nociones clave para la teoria de implicaciones de
atributos.

2. Nodos no redundantes minimales en reticulos de
conceptos multiadjuntos

El objetivo principal de esta seccién es presentar una extension de la nocion
de nodo no redundante minimal al marco multiadjunto. Por ello, necesitamos

* .
Autor de correspondencia.
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considerar un marco multiadjunto (L1, Lo, P, =1, =<2, <, &1,/ 1, N1, -+ &y /™
,"\\n) ¥ un contexto (A4, B, R, o) junto con su correspondiente reticulo de concep-
tos multiadjunto (M, <). Comenzamos introduciendo la nocién de implicacion
informativa.

Definicién 1. Dados fi, fo € L', decimos que una implicacién de atributos
fa < fi1 es informativa si fo <1 f{1y fo 41 fi.

Esta nocién nos permite establecer una relaciéon de orden entre las implicaciones
de atributos completamente vélidas, es decir, aquellas implicaciones de atributos
cuyo grado de validez es igual a 1, con el fin de determinar cuando una impli-
cacion es més informativa que otra. El conjunto de todas las implicaciones de
atributos completamente validas se denotara como F;.

Definicién 2. Dados fi, fo, f3, f4 € Li', decimos que una implicacién de atri-
butos fo < f1 es al menos tan informativa como fy < f3, lo cual se denota
como fq <= f3 C fo <= fi, 81 fi 21 fay fa =1 fo.

Ademas, si asumimos que L es finito, el conjunto parcialmente ordenado
(Ft,E) admite elementos maximales. Estos elementos representan las implica-
ciones més informativas dentro del contexto dado.

Definicién 3. Dados dos subconjuntos de atributos fi, f» € L4!, decimos que
la implicacion de atributos fo < f; € F; es una implicacion informativa maxi-
mal, si es un elemento maximal del conjunto parcialmente ordenado (F¢,C), es
decir, fo < f1 L f4 < f3 para todo fy < f3 € F;. El conjunto de todas las
implicaciones informativas maximales de (M, <) se denotara como MF;.

Las implicaciones de atributos maximales pueden caracterizarse en términos de
subintensiones irreducibles, cuya definicién se introduce a continuacion.

Definicién 4. Seai € Int(M) una intension de un concepto de (M, <). Llama-
mos subintension de i a cualquier subconjunto f de i tal que f+1 = i. Denotamos
por S(i) al conjunto de todas las subintensiones de i. Decimos que una subin-
tension es irreducible si es un conjunto minimal en S(i). La union de todas las
subintensiones irreducibles se denota por ZS .

Estos elementos desempenian un papel fundamental para identificar las implica-
ciones informativas maximales, tal como se presenta en la siguiente proposicion.

Proposicion 1. Dado i € Int(M), si S(i) # {i}, entonces los conjuntos no ce-
rrados f € L{* que sirven como antecedentes para las implicaciones informativas
mazximales i <= f son las subintensiones irreducibles de 1i.

Como consecuencia de este resultado, el conjunto de implicaciones informa-
tivas maximales puede expresarse como MF; = {f1 < f | f € ZSum}. La
relevancia de este conjunto radica en su relaciéon para la construcciéon de bases
sustentadas en el concepto de nodo no redundante minimal. Estos subconjuntos
de atributos pueden caracterizarse a través del proceso conocido como presatu-
racion, el cual constituye un paso clave en la construcciéon de la base propuesta
por Guigues y Duquenne [5].
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Definicion 5. Dado un sistema de implicaciones informativas 7 y un subcon-
junto difuso de atributos f € L4}, se define el conjunto:

=\ (YU b=y fhe Tr, y b7 # f41))

como el T-presaturado de f, donde Jr = {h € L{ | hc T}.

Basandonos en el operador de presaturacion, podemos caracterizar los deno-
minados nodos no redundantes.

Lema 1. Dado un sistema de implicaciones informativo T, un subconjunto di-

fuso de atributos f € Li{ es un nodo no redundante si y solo si f = f y

f#

Finalmente, introducimos la nocién de nodo no redundante minimal, la cual
desempena un papel crucial en la caracterizaciéon de las bases implicacionales.

Definicion 6. Dado un sistema de implicaciones informativo 7, un nodo no
redundante minimal es un nodo no redundante f € L{! tal que para cada sub-

. . =T .
conjunto h <1 f,si bt = A1y h = h", entonces h = f. El conjunto de nodos
no redundantes minimales se denotara como Nj.

3. Bases de implicaciones de atributos en reticulos de
conceptos multiadjuntos

Como hemos comentado en la secciéon anterior, los nodos minimales tienen
una relacion directa con la construccion de bases. Concretamente, las bases pue-
den obtenerse considerando tnicamente las clases de equivalencia generadas por
cada nodo no redundante minimal. Este resultado constituye uno de los pilares
fundamentales de esta contribucién.

Teorema 1. Sea (&,/,\) un triple adjunto con respecto a (L1,=1) tal que
N es una implicacion forzada. Dado un sistema de implicaciones de atributos
informativo M 4-completo T, y una familia de subconjuntos difusos de atributos
F compuesta por una unica clase representativa [f]a7, con f € Ny, cualquier
sistema de implicaciones definido como:

B={W"<h|hecF}
constituye una base, es decir, es M a-completo y no redundante.

Como consecuencia del resultado anterior, es posible generar diferentes ba-
ses para un mismo contexto. Por ejemplo, se puede distinguir entre bases de
implicaciones de atributos cuyos antecedentes son exclusivamente nodos mini-
males y aquellas cuyos antecedentes corresponden tnicamente a subintensiones
irreducibles. Este hecho queda reflejado en la siguiente proposicion.
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Proposicion 2. Sea (&,,/,\) un triple adjunto respecto a (Li,=1) tal que
N es una implicacion forzada. Dado un sistema de implicaciones informativo
M a-completo T, y una familia de subintensiones irreducibles F; seleccionadas
de cada clase [f]~, donde f € Ny. Los conjuntos de implicaciones de atributos

definidos como: B, = {fT<=f|feN}
Br={"<1|leF}

son M a-completos y no redundantes.

4. Conclusiones y trabajo futuro

Este trabajo presenta un procedimiento general para construir bases de im-
plicaciones de atributos a partir de datos, aplicable a distintos enfoques basa-
dos en conexiones de Galois. Este enfoque se ha particularizado en el marco
de los reticulos de conceptos multiadjuntos, lo cual ha permitido el desarrollo
de mecanismos formales para obtener bases de implicaciones desde perspectivas
complementarias, consolidando una visién unificada en contextos difusos. Como
trabajo futuro, se contempla aplicar los resultados obtenidos para evaluar su
utilidad practica en la extraccién automética de conocimiento. En particular, se
continuaran los estudios aplicados en el &mbito de las energias renovables pro-
puestos por el Grupo Energético de Puerto Real, centrandose en la deteccion de
anomalias tanto en instalaciones fotovoltaicas como en redes de abastecimiento
de agua.
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Abstract. El presente es un trabajo en progreso donde se presentan
resultados preliminares (ongoing research). En este trabajo se presentan
los operadores OWA basados en funciones de overlap, los cuales son
generalizaciones tanto de los operadores OWA como de las funciones de
overlap. Se presentan unos resultados preliminares asi como lineas de
continuaciéon de trabajo.

Keywords: Funciones de agregaciéon - Operadores OWA - Funciones de
overlap.

1 Introduccion

Los operadores OWA [8] son una familia de funciones que han sido objeto de
estudio de la comunidad cientifica en las cuatro ultimas décadas, habiéndose
presentado diversas generalizaciones, extensiones y aplicaciones de estos oper-
adores. Una generalizacién que cobra relevancia en el contexto de la toma de
decision multicriterio, pero no soélo, es el operador OWA basado en t-normas
(TOWA) [9]. En ese contexto, se entiende que el grado de satisfaccion se basa
en una operacion que tiene en cuenta los distintos valores asociados a cada
subconjunto y que, implicitamente, al igual que en otros enfoques basados en
operadores OWA, se utiliza el minimo. Por ello, en lugar de utilizar el minimo,
utiliza t-normas, permitiendo una “interaccion sinérgica” entre la satisfaccion de
los argumentos [9].

Para abordar limitaciones en el uso de t-normas en la fusién de informa-
cion debido a la imposicion del elemento neutro, la asociatividad y la falta de
continuidad, se introdujeron las funciones de overlap [2], contextualizadas en el
ambito de la clasificacion y el procesamiento de iméagenes. A nivel de clasificacién
de las funciones de agregacion, las funciones de overlap constituyen una familia
de funciones que pueden ser conjuntivas, mezcla o promedio [1]. Motivados por
este contexto, proponemos los operadores OWA basados en funciones de overlap;
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una nueva familia de funciones de agregacion que constituyen la mezcla y gener-
alizacion de los operadores OWA y las funciones de overlap. Esta nueva familia
de operadores permite compensar la conjuntividad de los operadores, asi como
los beneficios que permite la propiedad de continuidad en los operadores. En este
trabajo preliminar presentamos la definicién de estos operadores, la relaciéon con
otras funciones de agregacion y el estudio de algunas de sus propiedades. Por
altimo, presentamos las futuras lineas de investigacion en este contexto.

2 Definiciones preliminares

Los operadores OWA basados en funciones de overlap estan relacionados con
otras familias de operadores, cuya definicién se recuerda brevemente a contin-
uacion.

Definicién 1 ([6]). Una aplicacion T:[0,1]*> — [0,1] es una t-norma si es cre-
ciente, conmutativa, asociativa y T'(z,1) = x, para todo x € [0, 1].

Definiciéon 2 ([5]). Una aplicacion O:[0,1]" — [0,1] es una funcion de overlap
n-dimensional si es simélrica, creciente, continua y cumple que O(x) = 0 si y
solo si []_yx; =0y que O(x) =1 si y solo si [[;, x; = 1.

Definicién 3 ([8]). Sean € N, w = (w1, ..., w,) € [0,1]", tal que Y . w; =1
Y x1,...,&, € [0,1]. Un operador OWA (Ordered Weighted Averaging) es una
aplicacion OW Ay: [0,1]" — [0,1] dada por: OW Ay, (1, ..., 2n) = Y1) wiz (),
donde () es una permutacion de X tal que (1) > ... > Z(y).

Definicién 4 ([9]). Sean € N, w = (w1,...,wy) € [0,1]", tal que Y,  w; =
1, T:[0,1)> — [0,1] una t-norma y 1,...,x, € [0,1]. Un operador TOWA
(OWA basado en t-norma) es una aplicacion TOW Ay, [0,1]™ — [0,1] dada por
TOW Ay (21, ..., xy) = i wT(xq),...20)) donde () es una permutacion
de x tal que T(1) = - 2 T(p)-

Se considera, salvo que se especifique lo contrario, que el dominio de las

funciones consideradas es siempre [0, 1]™.

3 Operadores OWA basados en funciones de overlap

Definiciéon 5. Sean € N y w = (wy,...,w,) € [0,1]", tal que > i w; = 1.
Sea O = (Oy,...,0,) una secuencia de funciones de overlap k-dimensionales,
tal que Oy:[0,1]% — [0,1], para todo k € {1,...,n}. El operador OWA basado en
funciones de overlap es una aplicacion 2w 0:[0,1]™ — [0,1] dada por la siguiente
expresion:

n
_Qw,o(l‘l,...,xn) = Zkak(x(l),x(k)) (1)
k=1

donde () es una permutacion de x tal que x(1y) > ... > T(y).
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Obsérvese que, en la Definicion 5, la funcién O;:[0,1] — [0,1] no es una
funcién de overlap propiamente dicha. En este sentido, cabe sefialar que O; (z) =
x no se cumple en general para todo x € [0, 1]. En particular, requerimos a O ser
una funcién continua y creciente que satisface O1(0) =0y O(1) = 1, lo que seria
la concrecion de la funcion de overlap a aridad 1. Por otro lado, nétese que si en la
Definiciéon 5 consideramos O1(x) = x y Og(z1,...,2r) = min(zq,...,x), para
todo k € {2,...,n} se recupera el operador OWA operator clasico [8]. Ademas,
si O1(z) =z y Ok(a1,...,25) = T(x1,...,zk), donde T:[0,1] x [0,1] — [0,1] es
una t-norma, recuperamos el operador TOWA [9]. En primer lugar, se prueban
algunas propiedades bésicas de este tipo de operadores.

Proposicion 1. Todo operador OWA basado en funciones de overlap (2, o es
simétrico, creciente, continuo, y cumple que si 2w o(x) = 0 entonces [[;—, x; =
0y que si []; z; = 1 entonces 2w o(x) = 1.

Proposicion 2. Sea 2, o0 un operador OWA basado en funciones de overlap.
Entonces,

n

— Nwo(x) =0 < [[_; x; =0 se cumple si y solo si wy, =1
- wo(x)=1 < [[_, 2, =1 se cumple si y solo si w, > 0.

Proposicion 3. Sean (2 0, ¥ 2w 0, dos operadores OWA basados en fun-
ciones de overlap. Entonces, para todo X € [0,1], se tiene que

Dwo(x) = A0, %)+ (1 - N2y 0,(x), Vxel0,1]",
donde Ok(l‘l, ce ,l‘k) = )\Ok’l(l‘l, ey $k) + (1 — )\)Ok’g(ih N ,{,Ck).
A continuacion, nos centramos en su dualidad.

Proposicion 4. Sea (2, o un operador OWA basado en funciones de overlap.
Sea f : [0,1]" — [0,1] una funcion definida como fr(x) = O(z(1),---,T(mn))
para todo x € [0,1]" and i € {1,...,n}. Entonces, si w es simétrico y fn—g+1
es el dual de fr, para todo k € {1,...,n}, 2 0 es autodual.

Proposicion 5. Sean 2w 0 y {2y p dos operadores OWA basados en funciones
de overlap. Sean fi,gx : [0,1]" — [0,1] dos funciones definidas como f,(x)
Ok(x(l),...,m(n)) Y gk(X> = Pk<$(1),. .. ,x(n)), para todo x € [0,1]” y k
{1,...,n}. Entonces, si fn_p+1 es dual de g para todo k € {1,...,n} y wy
Un—k+1 para todo k € {1,...,n}, 2 o es el dual de £y, p.

m

Finalmente, damos una propiedad de monotonia respecto al vector de pesos.

Proposicion 6. Sean 2y 0 y {2y.0 dos operadores OWA basados en funciones

de overlap tal que existe una funcidn de overlap n-dimensional tal que Ok (21, ..., x;) =
O(1,...,1,x1,...,2x) para todo x1,...,x, € [0,1] y k € {1,...,n}. Entonces,

si Zf:o w; < Z?:o v; para todo k € {1,...,n}, se cumple

-QW,O (X) > QV,O(X)v

para todo x € [0, 1]™.

-32-



Libro de resiimenes del XXIV Congreso Esparfiol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy — ESTYLF 2026, 11-13 de noviembre de 2026, Jaén

4 Lineas futuras de trabajo

Como continuacion directa de los resultados preliminares presentados en la sec-
cion anterior, el principal objetivo del trabajo es la definicion del operador OWA
basado en funciones de grouping [3], asi como estudiar su dualidad con respecto
a los operadores OWA basados en funciones de overlap. Por otro lado, un se-
gundo objetivo consistird en medir el nivel de disjuntividad o medida de orness
[8] de la nueva familia de operadores, teniendo en cuenta las aproximaciones
presentadas en la literatura para funciones promedio y para funciones de agre-
gacion en general, en este contexto concreto. Por otro lado, teniendo en cuenta
que las funciones de overlap no son funciones asociativas en general, teniendo en
cuenta resultados previos [4, 7], se podria considerar la recursividad, en concreto,
relacionando las secuencias de funciones de overlap asi como la nueva familia de
operadores con las funciones de agregacion extendibles recursivamente. En [7],
se utilizan funciones de overlap extendidas de forma recursiva en el proceso de
agregacion de clustering incremental, y en ese sentido se explorara la agregacion
incremental desde la perspectiva de la familia de operadores propuesta.
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Abstract. In this work we follow the paper [1] to introduce the notion
of functional Choquet integral (FCI), a new family of fusion functions
obtained by replacing the capacity values in the discrete Choquet in-
tegral with data-dependent functions applied to the ordered tail of the
input vector. Unlike previous extensions, different functions are allowed
at each summation term, providing additional modelling flexibility while
preserving the ordered-difference structure of the Choquet integral.

Keywords: Fusion function - Choquet integral- Aggregation function.

1 Introduction

In this work we discuss the concept of functional Choquet integrals introduced in
[1]. To define these functions, we replace the fuzzy measures p({o(i),...,o(n)})
which appear in the usual definition of the Choquet integral [3] by a value
Fuy1-i(tog), - tom)) given in terms of a family of functions which take into
account only a subset of the inputs.

It is important to remark that, contrary to the case of [2], the used functions
may be different from one term to another. Furthermore, no a priori conditions
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are imposed on the functions F,, 41—, so we can get a great deal of flexibility. To
get further simplification, we restrict our study to fusion functions that depend
only on some of the greatest components in the considered input, following the
same philosophy as the usual definition of the discrete Choquet integral in terms
of the fuzzy measure.

In the following, we introduce the new notion of Functional Choquet integral
and review some of its main properties studied in [1].

2 The functional Choquet integral
Let F = (Fi,...,F,) be a vector of fusion functions F; : [0,1]* — [0, 1], that is,
each F; has exactly ¢ arguments.

Definition 1. The functional Choquet integral (FCI, for short) associated to
the family F is the mapping Cx : [0,1]" — [0,4o00[ defined, for each t =
(t1,...,tn) €10,1]™, by:

C]:(t) = ; (ta(i) - tU(i—l)) : Fn—‘,—l—i(ta(i)a s 7t0(n))a (1)
where o : (n) — (n) is an increasing permutation of the inputs, that is, ty ) <
to1) < ... S toen), with the convention that ) = 0.

As a first example consider the case when the functions of the vector F are
constant on their respective domains. For instance, suppose that F; = a; for all
i € (n), where a; € [0,1]. Then, for all (¢1,¢2,...,t,) € [0,1]™,

Cr(ti,ta, . tn) = Y ant1—i (to() — to(i-1))
=1
= anto1) + an-1(to@2) —to)) + - -+ a2 (to(n1) = to(n-2)) + a1 (to(n) = to(n-1))-

Then:

—If F;, = 1 for all ¢ € (n) (that is, F = 1,), then Cx(t1,t2,...,t,) =
max{ty,ta,...,t,} for all (t1,t2,...,t,) € [0,1]™.

—IfF,=0forallie (n—1)and F,, =1 (that is, F = (0,0,...,0,1)), then

Cr(ty,ta, ... ty) =min{ty, ta,...,t,} for all (¢1,¢2,...,t,) € [0,1]™.

—IfF, =a;foralli € (n) and 1 = a,, > ap1 > ... > a2 > a3 >
agp = 0, then C'r is the OWA operator associated to the weighting vector
(w1,w2, ..., wp) € [0,1]" defined by w; = apt1—; — an—; for all i € (n).

3 Some properties of the Functional Choquet Integral

3.1 Idempotency and Homogeneity

Proposition 1. The FCI Cr associated to the vector F = (Fy, Fs, ..., F,) is
idempotent if, and only if, F,(t,) =1 for all t € (0,1].
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In particular, we have the following result.

Corollary 1. The FCI Cx associated to the vector F = (Fy, Fs, ..., F,) always
satisfies Cx(0,) = 0, and it verifies the boundary condition Cx(1,) = 1 if, and
only if, F,,(1,) = 1.

Regarding homogeneity, we have the following result.

Theorem 1. The FCI Cr associated to the vector F = (Fy, Fs,...,Fy) is 1-
homogeneous if, and only if, each function F; is 0-homogeneous.

3.2 Monotonicity
In order to study monotonicity, we first introduce the following definition.

Definition 2. A vector of functions F = (Fy, Fa, ..., Fy,), where F; : A; — [0, 1]
for each i € (n), is increasing if:

Fn(tn,tnfl, . ,tQ,tl) > anl(tnfla e ,tg,tl) > .2 FQ(t27t1) > Fl(tl) (2)
for each t1,ta, ...ty € (0,1] such that 0 < t, <tp_1 < ... <ty <ty.
Then we have the following result.

Lemma 1. If the FCI Cx : [0,1]™ — R is increasing, then the vector of func-
tions F = (F1, Fy, ..., F,) is increasing.

But the increasingnes of the FCI Cx is not enough to guarantee that each
function of the vector F is increasing, as we illustrate in the following example.

Ezample 1. Suppose that the functions of the vector F = (Fy, Fy,..., F,) are
given by:

_tactye...-ty

F,(t1,ta, ... tn) 7 , F;=0o0n A; foralli e (n—1).

Recall that F), is defined on A,, = { (t1,t2,...,t,) €[0,1]":0<t; <ta < ... <
tn }, so t; > 0. Clearly F is increasing in the sense of Definition 2. Furthermore,
this vector gives place to the FCI such that

to2) " to@3) " -+ to(n)
to(1)

C]:(tla ta, ... 7tn) = to(l) : Fn(ta(l)v to’(2)7 cee 7t0(n)) = to(l) '
=ty2) "to3) - to(n)

which is increasing on each argument. However, the function Fj, is strictly de-
creasing on its first variable. Therefore, increasingness of C'x does not imply
coordinatewise increasingness of each Fj.

Regarding the converse, we introduce the notion of double increasingness.
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Definition 3. A wvector of functions F = (Fy, Fy, ..., F,) is double-increasing
whenF is increasing and, for each i € (n), the function F; : A; — [0,1] is
ncreasing.

Finally we get the following main result.
Theorem 2. If the vector F is double-increasing, then the FCI Cr is increasing.

Corollary 2. If the vector F is double-increasing and F, (1,) = 1, then the FCI
Cr is an aggregation function.

Corollary 3. Let { A; : [0,1]° — [0,1] }™; be a set of n aggregation functions
such that:

An(tpstn—t,...,ta,t1) > Ap_1(tn—1, ..., ta,t1) > .0 > Aa(ta, t1) > Asi(th)

for each ti,ta, ...ty € (0,1] such that 0 < t,, < t,—1 < ... <ty < ty. If we
define I; = Al 5, (i-e., as the restriction of A; to A;) for all i € (n), then the
FCI Cr is an aggregation function.

4 Conclusions

In this work we have presented the definition of Functional Choquet integral
and some of its main properties, as discussed in [1]. As commented in that work,
this new family of operators provides a large amount of flexibility for possible
applications in deep learning, decision making or classification, among others.
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Abstract. Se presenta una investigacion en curso que relaciona el anali-
sis topolégico de datos y la teoria de medidas de capacidad. Un resultado
preliminar permite obtener filtraciones de complejos simpliciales a partir
de medidas de capacidad. Se ilustra este resultado mediante ejemplos.

Keywords: Medidas de Capacidad - Complejos Simpliciales - Anélisis
Topolégico de Datos

1 Introduccion

El analisis topologico de datos (ATD, [1]) es un campo de las matematicas cuyo
objetivo es determinar, mediante técnicas topologicas, propiedades cualitativas
de conjuntos de datos. Recientemente ha cobrado una gran relevancia en el estu-
dio de problemas en que los datos presentan estructuras subyacentes complejas
cuya comprension, representacion y tratamiento es crucial para la obtencion de
soluciones adecuadas. Por otro lado, las medidas de capacidad (MC, [5]) son
una herramienta que permite representar informacion y relaciones de diverso or-
den (como importancia, coste, interaccion, dependencia o pertenencia colectiva)
sobre los elementos de un conjunto.

Este trabajo presenta e ilustra un resultado preliminar de una investigacion
en curso orientada a establecer vinculos entre las MC y el ATD. Este resultado
establece un mecanismo para construir una filtracion de complejos simpliciales a
partir de una medida de capacidad, y hace posible representar una MC mediante
un codigo de barras de homologia persistente, una herramienta de ATD que pro-
porciona una descripciéon multiescala de la estructura topologica (componentes
conexas, ciclos, cavidades, etc.) de un objeto o conjunto de datos a partir de

* Este resultado es parte del proyecto de I+D-+i PID2024-155289NB-100 finan-
ciado por MICIU/AEI/10.13039/501100011033 y FEDER/UE. La primera au-
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una filtracion del mismo (ver e.g. [2]). Asi pues, este enfoque permite estudiar
la estructura topologica inducida por una MC.

2 Preliminares

Definicién 1. Sea X un conjunto finito. Un complejo simplicial abstracto
[6] L sobre X es una familia de subconjuntos no vacios de X tales que, si o € L
y 7 C o es no vacio, entonces 7 € L. En particular, los vértices de L son los
elementos del conjunto X y un simplice abstracto o es cualquier elemento de
L. Su dimension se define como dim(o) = #o0 — 1.

Definicién 2. Una filtracion [3] en un complejo simplicial K consiste en una
familia de subcomplejos F = {K,};c; indexada sobre un conjunto totalmente
ordenado I tal que si i < j, entonces K; C K;. Ademas, ), K € F.

Dada una filtraciéon de complejos simpliciales, la homologia simplicial
permite estudiar como evolucionan sus caracteristicas topologicas al variar el
parametro de filtracion. En particular, los grupos de homologia Hy(Ky;F) de-
scriben componentes conexas, ciclos, cavidades y estructuras de dimensiéon su-
perior presentes en cada complejo K;. La homologia persistente [2] compara
estos grupos a lo largo de la filtracién y resume la informacién mediante un
codigo de barras, cuyos intervalos representan el nacimiento y la muerte de
clases homoldgicas al aumentar el parametro t.

Definiciéon 3. Sea X un conjunto finito. Una medida de capacidad [5] sobre
(X,P(X)) es una aplicacion p : P(X) — [0, 1] que cumple (1) Condiciones de
borde: u(f) =0y u(X) = 1; (2) Monotonia: si A C B, entonces u(A) < u(B).

Las medidas de capacidad pueden representarse mediante la transformada de
Mébius [4], obteniéndose una descomposicion en coeficientes.

3 De medidas de capacidad a complejos simpliciales

El siguiente resultado, cuya demostracion es directa, permite obtener una fil-
tracion de complejos simpliciales a partir de una medida de capacidad.

Teorema 1. Sea el conjunto X = {x1,...,2,} y sea p una capacidad. Para
cada t € R, definimos KI' = {0} U{oc C X : 0 # 0 y u(c) < t}. Entonces
la familia K" = {K!'}1er es una filtracion creciente de complejos simpliciales
abstractos. Es decir: (1) Para todot € R, K!' es un complejo simplicial abstracto.
(2) Si s <t, entonces K¥ C K}'.

Por tanto, a partir del Teorema 1, toda medida de capacidad u definida sobre
un conjunto finito X induce una filtracion de complejos simpliciales y, en con-
secuencia, un codigo de barras asociado a p. Dicho c6digo de barras describe la
evolucion de la estructura topologica de los complejos KL a medida que aumenta
el pardametro de escala .
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Observacion 1 (Tiempo de nacimiento de un simplice). El valor p(o)
puede interpretarse como el valor de filtraciéon, o tiempo de nacimiento, del
simplice o, i.e., birth(c) = p(o). La monotonia de p implica que si 7 C o,
entonces (1) < u(o). Por tanto, toda cara 7 de un simplice o aparece no mas
tarde que o. Esta es precisamente la condicién de compatibilidad necesaria para
obtener un complejo simplicial filtrado valido.

Ejemplo 1 (Capacidad aditiva uniforme). Sea X = {a,b,c} y definamos
Hunit(S) = @ Notese que it €s una capacidad aditiva, sin interacciones por
pares ni de orden superior.

5]

La filtracion inducida por punir es K™= = {S CX:5 < t}. Los valores

criticos son 1/3, 2/3 y 1. Concretamente, K/ = {(} si 0 <t < &; K™ =
{0, {a}, {0}, {c}} sig<t<FKP ={0{a},{b} {c} {a b} {a,c},{b,c}}
si 3 <t <1; Ki" = P(X).

Para % <t < 1, el complejo es la frontera de un tridngulo. En ese intervalo
aparece una clase de homologia en dimensién 1, que muere cuando aparece el

2-simplex {a,b,c} en t = 1. En homologia ordinaria, los codigos de barra son

By = { [%, %) X2 , [%, oo)} , By = { [%, 1) }, donde el exponente es la multiplicidad

del intervalo (ver Figura 1). Se ilustra asi que, en el caso uniforme, la filtracion
depende tnicamente del cardinal de los subconjuntos.

Ejemplo 2 (Capacidad no aditiva). Sea X = {a,b,c}. Se define la capaci-
dad p mediante sus coeficientes de Mébius: my,({a}) = m,({b}) = m,({c}) =
0.10; myu({a,b}) = 0.05; m,({a,c}) = 0.15, m,({b, c}) = 0.10; m,({a,b,c}) =
0.40. Ademas, tomamos m, () = 0. La suma total de todos los coeficientes es 1.
Como todos los coeficientes son no negativos, la funcion p(S) = >, g mu(A)
es monotona. Por tanto, p es una capacidad.

Los valores de nacimiento de los simplices son: pu({a}) = p({b}) = u({c}) =
0.10 ; p({a,b}) =0.25, u({db,c}) = 0.30, u({a,c}) = 0.35, u({a,b,c}) = 1.

En este ejemplo, los tres vértices nacen simultdneamente en ¢ = 0.10. La
arista {a, b} aparece en t = 0.25 y une dos componentes conexas, por lo que una
clase de Hy muere en ese instante. Después, la arista {b, ¢} aparece en ¢ = 0.30
y conecta la tercera componente con las anteriores, de modo que otra clase
de Hy muere en t = 0.30. La componente conexa restante persiste. Por tanto,
By = {[0.10,0.25), [0.10,0.30), [0.10,00) } .

Finalmente, cuando aparece la arista {a,c} en ¢t = 0.35, se forma el ciclo
a — b — ¢ — a, que genera una clase de homologia en dimensién 1. Esta clase
muere en ¢t = 1, cuando aparece el 2-simplice {a,b, c} y rellena el ciclo. Por
tanto, B1 = {[0.35,1)} . Asi, la no aditividad retrasa la aparicién del tridngulo
completo y produce una clase en dimension 1 que persiste en el intervalo [0.35, 1).

Este ejemplo muestra el papel de los coeficientes de Mobius. El coeficiente
ternario m,,({a, b, c}) = 0.40 no afecta al nacimiento de las aristas, pero si retrasa
la aparicion del tridngulo completo. Por tanto, la no aditividad de la capacidad
introduce informacién de interaccion de orden superior en la filtracion.
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Cédigo de barras para la capacidad uniforme u(S) =|S|/3 en X = {a, b,c} Cédigo de barras para capacidad no aditiva en X = {a, b, c}

e —e. H

Ho —

1
T B 0.10 0.250.300.35 1

b
Valor de la filtracion t Valor de la filtracion t

(a) Capacidad uniforme. (b) Capacidad no aditiva.

Fig.1: Comparaciéon entre los codigos de barras obtenidos a partir de una ca-
pacidad aditiva uniforme y una capacidad no aditiva sobre X = {a, b, c}.

4 Conclusiones y trabajo en curso

Se ha descrito un procedimiento para asociar una filtracion de complejos sim-
pliciales a una medida de capacidad p. L.a monotonia de u resulta esencial en
este proceso para garantizar que las caras aparecen antes que sus cofaces. Se
hace posible asi aplicar herramientas de anélisis topoldgico de datos al estudio
de medidas de capacidad: los cdédigos de barras obtenidos proporcionan una de-
scripcién topologica de la estructura de interacciéon codificada por la medida. La
transformada de Mobius anade una interpretacion algebraica: permite descom-
poner el nacimiento de cada simplex en contribuciones individuales, binarias y
de orden superior.

Como trabajo en curso, se estan se estan analizando familias particulares de
capacidades, como las 2-aditivas y capacidades definidas a partir de distribu-
ciones de probabilidad. También se esta investigando la relacion con integrales
de Choquet, con el objetivo de incorporar senales o pesos adicionales sobre los
vértices. Se esté desarrollando una implementaciéon computacional para construir
estas filtraciones y comparar sus cédigos de barras en ejemplos concretos.
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Abstract. Este articulo resume los resultados publicados en [1], donde
se introduce un marco novedoso para definir operadores de suavizado
diseniados intrinsecamente para espacios discretos. Ademéas de presen-
tarse de manera formal las posibles definiciones de operadores clasicos
conocidos como Media, Gaussiano, Bilateral, etc, definidos formalmente
de manera continua en espacios discretos, este nuevo abordaje permite
la definicién de suavizados que no son planteables en el marco continuo.
En particular, se presenta la ‘Media Discreta K-truncada’ (que tiene
como caso particular la Media Discreta) que no tiene férmula explicita
en el continuo, ni es planteable como problema clasico de optimizacién.
La propuesta se compara evaluando los resultados de deteccién de bor-
des en el conjunto de imégenes de segmentaciéon de Berkeley completo
(BSDS500), comparando el rendimiento de varios métodos de suavizado
con sus respectivos datos de referencia. Ademaés, para evaluar la robustez,
los métodos se probaron en una versiéon ruidosa del conjunto de datos,
corrompida con ruido de sal y pimienta. Finalmente, las ventajas en la
calidad de deteccién de bordes resaltan la superioridad de los operadores
discretos propuestos sobre las técnicas de suavizado convencionales.

Keywords: Filtros de suavizado - Media discreta - Media discreta k-
truncada

1 DMotivacién

En el analisis de imégenes digitales, el paso de procesamiento inicial es funda-
mental para garantizar que los algoritmos subsiguientes funcionen correctamente
[4,5]. Las técnicas de suavizado destacan como métodos cruciales en este punto
[7,8], cuyo objetivo principal es reducir el ruido manteniendo la consistencia es-
pacial dentro de una imagen, a la vez que se preservan detalles estructurales
vitales. De manera similar a como la calidad de los datos impacta directamente
en la precision del modelo en el anélisis de datos convencional, el suavizado es
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fundamental en el pre-procesamiento de imagenes para asegurar el éxito de las
fases posteriores, como la deteccion de bordes, la segmentacién de imagenes, el
reconocimiento de objetos, la clasificacion de imagenes, etc.

En este estudio, presentamos un nuevo filtro de suavizado discreto que uti-
liza optimizacién con distancia euclidiana L22 denominada «Media discreta K-
truncaday», que se basa en minimizar la suma de las distancias dentro de un
vecindario de pixeles local. Esta nueva medida se basa en la Media discreta ya
presentada en [2,3].

Definicién 1. Sea Ni(i,j) = {x1,...,%|n,5)} el entorno de radio k para el
pizel (i, 7). La funcion de la Media Discreta TNl — {0,...,255) se define
como:
[N (4,5)]
: 2
DMean(xy, ..., % |\N,i5)]) = arg min Zl (z; —a)

Los diferentes métodos de suavizado se aplican a imagenes en escala de grises,
tanto en su version original como en una versiéon contaminada con ruido de tipo
sal y pimienta. Posteriormente, los mapas de bordes resultantes de aplicar el
operador de Sobel sobre las imagenes suavizadas se evaliian utilizando el conocido
conjunto de Berkeley para segmentacion de imagenes (BSDS500 [6]).

2 Una nueva familia de suavizados discretos K-truncados

Mientras que la mediana y media discretas ya presentadas en [1] adaptan exitosa-
mente a sus contrapartidas clasicas continuas, se pueden percibir como trasla-
ciones directas de sus funciones homoénimas continuas. Para aprovechar todo
el potencial de las propiedades matematicas de los reticulos acotados discre-
tos, proponemos una nueva familia de operadores que surgen de los problemas
de optimizacion que son directamente inabordables (o carecen de una solucion
cerrada) trabajando directamente en espacios continuos.

En dominios continuos, encontrar una soluciéon analitica exacta para proble-
mas de optimizacién que involucran no linealidades absolutas o penalizaciones
acotadas robustas es una tarea dificil. Un ejemplo clasico es el problema de
Fermat-Weber para la mediana continua en dimensiones superiores, que no tiene
una férmula exacta explicita y se basa en aproximaciones numéricas iterativas.
Sin embargo, al imponer las restricciones estructurales de un espacio discreto
acotado T (como el espacio de escala de grises donde 7 = {0,...,255}), es-
tos problemas aparentemente intratables pueden resolverse de manera trivial y
6ptima mediante una evaluaciéon exhaustiva.

Aprovechando esta optimizacion discreta, introducimos la version truncada
de nuestro operador media discreta. Al incorporar un parametro de truncamiento
K, limitamos la penalizacion maxima que puede introducir un valor atipico, lo
que proporciona una robustez excepcional frente al ruido, una caracteristica
que va més alla de las generalizaciones directas de la teoria de pre-agregaciones
continua.
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Definicién 2. Bajo las mismas condiciones, dado un umbral de truncamiento
K > 0, el operador Media Discreta K-truncada con TN+l 5 T se es-
tablece como:

| Nk (4,9)]
DMech(xl, TN (5,)]) = AT zxgg Z min{(z; — a)?, K*}
i=1

Al igual que con la media discreta estandar, si el proceso de minimizaciéon en
cualquiera de los operadores truncados produce un conjunto de multiples valores
optimos, aplicamos la convencion de seleccionar el infimo del conjunto de min-
imos. Cabe destacar que el parametro de truncamiento K controla la robustez
del operador. Cuando K es suficientemente grande (por ejemplo, K > max(T)),
la funcién truncada converge naturalmente en la media discreta estandar ya
definida en [2].

La transicién de operadores discretos clasicos a truncados introduce un cam-
bio fundamental en el panorama de la optimizacién. En el caso continuo, las
funciones objetivo, como la norma L2, son estrictamente convexas, lo que garan-
tiza un tnico minimo global facilmente alcanzable mediante métodos basados
en gradientes. Sin embargo, la introduccion del pardmetro de truncamiento K
rompe esta convexidad, creando una superficie de coste caracterizada por miilti-
ples minimos locales y mesetas (donde el gradiente se anula). En un dominio
continuo, estas funciones son notoriamente dificiles de optimizar, ya que los al-
goritmos de busqueda local suelen quedar atrapados en soluciones sub6ptimas.
Por el contrario, en el dominio discreto 7T, la naturaleza finita del espacio de
busqueda permite obviar el requisito de convexidad. Al realizar una evaluacion
exhaustiva sobre el conjunto limitado de posibles valores de intensidad, se garan-
tiza la identificacion del verdadero 6ptimo global, transformando asi un problema
continuo computacionalmente complejo en una tarea discreta trivial y exacta.

Para una mejor comprensiéon, proponemos una clasificacion de varias fun-
ciones de suavizado que se muestran en la Tabla 1.

Table 1. Resumen de las funciones de suavizado para imagenes en escala de grises
evaluadas en este estudio.

Suavizado Distancia/Ponderacion Dominio

Media clasica |d(z,a) = L3(z — a) = (z — a)?|Continuo (requiere truncamiento)
Gaussiano Ly (spatial) Continuo (requiere truncamiento)
Mediana clasica [d"! = [z — d Discreto / Continuo

Bilateral Spatial and Range (color) Continuo (requiere truncamiento)
Media recortada|Ordered Statistics Continuo (requiere truncamiento)
DMean™ d"? = min{(z — a)*, K*} Discreto
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3 Experimento, resultados parciales y conclusiones

Para evaluar la calidad de los suavizados, aplicamos el operador de Sobel a 500
imagenes del BSDS500 [6]. Su robustez se evaludé bajo dos condiciones: iméa-
genes originales y corrompidas con un 5% de ruido sal y pimienta. Ademas, se
incluy6 una version sin suavizar como comparacion de referencia. El operador
Sobel se aplico a las imagenes suavizadas por cada uno de los filtros: la media
clasica, DMean® , bilateral, Gaussiano y la version sin suavizar. Mas alla de
su relevancia teorica, estos operadores discretos y truncados ofrecen resultados
excepcionales. Nuestras evaluaciones demuestran que estos enfoques superan a
las técnicas tradicionales. En concreto, la Media discreta K-truncada para K=90
(DMean®) obtuvo la mejor clasificacion general en comparaciones entre pares
de métodos. El enfoque presentado ofrece una formulaciéon unificada y consis-
tente para diversos métodos de suavizado, y los hallazgos no se limitan a sus
aplicaciones especificas en tareas de procesamiento de imagenes de bajo nivel,
como el suavizado. Una prometedora linea de investigacién seria extender es-
tos métodos a niveles superiores de procesamiento de imagenes, en particular al
preprocesamiento de iméagenes para el entrenamiento con deep learning (CNN).
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Resumen La estimacién de pose en entornos acuéticos sufre de ines-
tabilidad temporal debida a oclusiones, turbulencia y fluctuaciones lu-
minicas. Para tratar esto, en este trabajo en progreso se propone un
prior espacio-temporal difuso interpretable, que genera para cada punto
y cada instante informacién sobre dénde es probable que se ubiquen las
marcas en el siguiente frame mediante un conjunto difuso. Esto se con-
sigue mediante un método difuso que utiliza la trayectoria reciente y la
estimacién actual de la marca.

Keywords: estimacion de pose - representacion espacio-temporal difusa
- natacion.

1. Introduccion

El analisis de pose en nataciéon ha ganado notable impulso gracias a los
avances en estimacion de pose humana. No obstante, el entorno acuatico intro-
duce perturbaciones especificas, como salpicaduras y oclusiones, que degradan
la estabilidad de las marcas (keypoints) detectados fotograma a fotograma que
compromete el calculo posterior, generando una incertidumbre sobre las posi-
ciones de las marcas. Para atenuar el ruido se han propuesto miltiples filtros
temporales: el filtro de Kalman [1], el adaptativo One-Euro [2], el suavizador de
Whittaker-Eilers [3] y la Regresion por Procesos Gaussianos (GPR) [4]. Aun-
que todos reducen fluctuaciones de alta frecuencia, presentan una limitacién
compartida: ninguno construye de manera explicita un prior espacial, entendido
como donde es probable que aparezca el keypoint (marcas o puntos articulares
del nadador) en el siguiente fotograma. En este trabajo en progreso se propone
un prior espacio-temporal difuso interpretable, que genera para cada punto y
cada instante informacién sobre dénde es probable que se ubiquen las marcas
en el siguiente frame mediante un conjunto difuso. Esto se consigue mediante
un método difuso que utiliza la trayectoria reciente y la estimacion actual de la
marca.
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2. Propuesta inicial

La propuesta se fundamenta en tres pilares: una representacion difusa de la
trayectoria en una ventana temporal de k fotogramas, operadores espaciales difu-
sos basados en Region Connection Calculus difusos (Fuzzy RCC-8) para evaluar
la coherencia entre keypoints, y operadores temporales difusos inspirados en 16gi-
ca temporal para detectar eventos destacados en la secuencia. El procesamiento
de cada keypoint sigue un ciclo de tres pasos:

Paso 1. Construcciéon de una representacion difusa de las k posiciones veci-
nas de la marca generando el conjunto de trayectoria 7; ;: En lugar de considerar
unicamente el fotograma inmediatamente anterior, se define una ventana desli-
zante de tamano k centrada en el instante ¢. Para cada keypoint ¢, las posiciones
de los k fotogramas anteriores y posteriores se representan como un conjunto di-
fuso de trayectoria 7; ;. Este conjunto captura la nocién de dénde se ha estado y
hacia dénde se dirige de forma gradual, sin asumir una dindmica lineal rigida. La
ventana permite que el sistema tolere breves oclusiones o saltos de deteccién, ya
que la informacion de los fotogramas vecinos actiia como contexto. Esta ventana
puede ayudar a predecir donde deberian encontrarse keypoints ocluidos.

Paso 2. Uso de operadores espaciales difusos entre los keypoints relacionados
anatomicamente, produciendo restricciones en el espacio (Seccion ?77?):

Region Connection Calculus (RCC-8) proporciona un conjunto de relaciones
topologicas entre regiones [5]. En su version difusa, cada keypoint se modela
como una region difusa en el espacio de la imagen. Inicialmente se consideran
tres relaciones fundamentales:

= DC (Disconnected): grado en que dos regiones difusas estan separadas. Per-
mite detectar si dos keypoints anatémicamente proximos (por ejemplo, codo
y muifleca) han divergido anormalmente.

= EC (Externally Connected): grado en que dos regiones se tocan en el borde
sin solaparse. Es ttil para evaluar la continuidad de la cadena cinematica
sin forzar superposiciones.

= PO (Partially Overlapping): grado de solapamiento entre dos regiones difu-
sas. Detecta situaciones de oclusion parcial donde dos keypoints se confunden
en la imagen.

Para cada par de keypoints anatémicamente conectados (i, j) —por ejemplo,
codo y muneca—, se evaltian las relaciones RCC-8 difusas sobre sus regiones
espaciales asociadas. Los grados pupc, ppc v ppo capturan el grado de cohe-
rencia topologica entre ambas marcas, actuando como restricciones esqueléticas
que complementan el prior temporal. A continuacién se mostrard un ejemplo
considerando que la distancia entre dos puntos es la métrica euclidea. Sean las
posiciones de referencia para el codo y mufieca izquierda en el frame t:

= Codo: zeodo = (100,200) pixeles (se denotara por px.)

= Mufieca: Zpusieca = (130, 200) px.
= Distancia anatomica: d; = 30 px (se asume que es la distancia correcta).
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Y sean las siguientes medidas del detector en el frame t 4 1:

= Codo detectado: z. 4, = (102,205) (ligero movimiento, coherente)

codo

= Muieca detectada: z] = (180,210) (salto brusco de 50 px)

muneca
= Distancia anatémica: d;41 ~ 78 px.

Basandose en lo anterior, el problema se puede modelar de forma difusa de
la siguiente manera. Se persigue que las regiones estén algo conectadas (DC muy
bajo), la conexion externa de las fronteras sea alta (EC alto) y el solapamiento
sea bajo (PO muy bajo). Para ello se modela cada marca como una region
difusa de radio o = 16 px, lo que provoca que se toquen levemente considerando
la distancia anatémica correcta entre puntos.

En el frame t + 1 se tiene que 78 > 32, por lo que las regiones no se solapan;
por tanto se tiene:

= upc = 1 (grado de desconexion total porque no hay solapamiento)
» upc = 0 (no se tocan las regiones difusas)
= upo = 0 (sin solapamiento)

Paso 3. Se aplican los operadores temporales difusos (F, G, U) sobre la
secuencia de conjuntos difusos, detectando eventos destacados que modulan la
confianza de la estimacion final. La salida del ciclo es una posiciéon corregida
que integra la coherencia esquelética y la evidencia temporal: Inspirados en los
operadores de logica temporal [6], se definen tres operadores difusos sobre la
ventana de k fotogramas:

= Finally / Eventually (F): mide el grado con el que una propiedad (por
ejemplo, “el keypoint esta en reposo”’) se cumple en algin momento de la
ventana. Permite detectar eventos transitorios como el inicio de una brazada.

= Globally (G): mide el grado con el que una propiedad se mantiene durante
toda la ventana. Es 1util para identificar segmentos de trayectoria estables
que merecen mayor confianza.

= Until (U): mide el grado con el que una propiedad se sostiene hasta que otra
ocurre. Permite modelar transiciones como “el keypoint se mantiene cerca de
la linea de agua hasta que emerge”.

Estos operadores se evalian sobre la secuencia de conjuntos difusos 7; + pro-
duciendo un conjunto de eventos destacados &;; que caracterizan la evolucién
temporal de cada keypoint.

A modo de ejemplo, considérese la deteccion del evento de inicio de traccion
en la brazada de crol. El operador U (Until) evalaa sobre la ventana de k foto-
gramas el grado con el que la muneca se ha mantenido en la zona de entrada
hasta iniciar la traccién. Si la marca permanece en la zona de entrada durante
varios frames consecutivos y posteriormente desciende con velocidad creciente,
el valor de activacion sera alto, senalando con firmeza la transiciéon al evento.
Este evento detectado modula la confianza del prior espacial para los fotogramas
posteriores, confirmando que la trayectoria observada sigue el patrén biomecéa-
nico esperado de la brazada. Este tipo de funcionamiento de descubrimiento
de eventos puede generalizarse para detectar otros instantes destacados que los
expertos en natacion identifiquen como relevantes.
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3. Conclusiones

En este trabajo en progreso se ha articulado una propuesta de prior espacio-
temporal difuso para la correcciéon de marcas articulares en el seguimiento ar-
ticular de la natacion. Se estan utilizado tres conceptos claves para conseguir
la correccién, una representacion difusa de la trayectoria mediante ventanas de
k fotogramas, operadores espaciales RCC-8 difusos para evaluar la coherencia
esquelética (entre otras cosas), y operadores temporales difusos inspirados en
l6gica temporal para detectar eventos destacados en la secuencia. La combina-
cion de estos elementos puede permitir generar un prior espacial interpretable
que anticipa donde esperar una marca en el siguiente fotograma, fusionando esa
expectativa con la nueva mediciéon de forma gradual.
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Resumen Este trabajo introduce una nueva construccién de suma ordi-
nal para familias de aplicaciones definidas sobre conjuntos parcialmente
ordenados, inspirada en la suma de Clifford. En este sentido, se ha evi-
denciado que, en el ambito de los sistemas distribuidos y computacién
en el borde, surge la imperante necesidad de incorporar informacién lo-
cal. En consecuencia, la presente investigacién se enfoca en analizar las
condiciones necesarias y suficientes para garantizar que la suma de los
operadores en cuestién resulte en una implicacién difusa. Para ello, se
examina la preservaciéon de propiedades fundamentales como la mono-
tonia, las condiciones de frontera, la propiedad de intercambio, entre
otras.

Keywords: ordinal sum, lattice sum, general operators, fuzzy implications

La computacién en el borde (edge computing) y los sistemas distribuidos
constituyen ejemplos importantes de entornos en los que la informacion global
de un sistema debe obtenerse a partir del procesamiento y la interaccién de
componentes locales. En este tipo de escenarios, cada subsistema dispone de
informacion parcial, por lo que resulta necesario desarrollar metodologias que
permitan combinar los resultados obtenidos localmente. Esta necesidad motiva
el andlisis exhaustivo tanto de las estructuras algebraicas que pueden surgir de
las diversas estructuras locales, asi como de nuevas herramientas matematicas
capaces de modelar adecuadamente dicha agregaciéon local junto con las diferen-
tes metodologias para su integracion en el sistema global.

Desde una perspectiva algebraica, esto requiere analizar las estructuras que
pueden surgir a partir de la combinacion de distintas estructuras locales, asi co-
mo mecanismos que permitan integrarlas en un tinico sistema. En este contexto,
los autores de [7] introdujeron una generalizacién de la conocida suma ordinal de
Clifford para conjuntos parcialmente ordenados y reticulos, denominada suma de

* Parcialmente financiado por el proyecto PID2022-137620NB-100 con el apoyo de
MICIU/AEI/10.13039/501100011033 y FEDER, UE, proyecto FEDER-UCA-2024-
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sejerfa de Universidad, Investigacién e Innovacién, Junta de Andalucia.
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conjuntos parcialmente ordenados basada en reticulos. La principal novedad de
esta construccién radica en que el conjunto de indices deja de estar restringido
a una cadena (conjunto totalmente ordenado) y pasa a ser un reticulo arbitra-
rio. Esta extension amplia considerablemente la flexibilidad de la construcciéon
original y permite modelar situaciones en las que las relaciones entre las distin-
tas estructuras locales presentan una organizacién mas compleja que un orden
lineal.

Una vez establecida una metodologia para combinar estructuras ordenadas,
surge de manera natural la cuestion de como agregar operadores definidos so-
bre dichas estructuras. Mas concretamente, resulta de interés determinar qué
propiedades de los operadores locales se preservan al pasar a la estructura glo-
bal obtenida mediante los distintos mecanismos de agregacién. En este sentido,
las normas triangulares (t-normas) han desempenado tradicionalmente un pa-
pel fundamental debido a sus excelentes propiedades algebraicas y a su estrecha
relacién con la 16gica difusa. Sin embargo, aunque las t-normas se definieron ini-
cialmente sobre intervalos acotados, otras légicas, como por ejemplo la multiva-
luada se desarrolla sobre reticulos acotados que no son necesariamente conjuntos
totalmente ordenados. Esta circunstancia ha motivado el estudio de extensiones
de las t-normas a estructuras ordenadas mas generales, como los trabajos pre-
sentados en [5,9,12,14]. Posteriormente, en [6], se introdujo un mecanismo que
permite generalizar la suma ordinal de t-normas al marco de las sumas ordi-
nales basadas en reticulos, proporcionando asi una herramienta para construir
operadores globales a partir de familias de operadores locales.

No obstante, en muchas aplicaciones practicas las hipdtesis tradicionales aso-
ciadas a las t-normas, tales como la asociatividad o la conmutatividad, pueden
resultar restrictivas. En consecuencia, ha surgido un creciente interés por consi-
derar tipos de operadores que relajen algunas de estas condiciones permitiendo
modelar interacciones del contexto de forma més precisa y sensible. En esta direc-
cién, diversos autores han estudiado sumas ordinales de operadores mondtonos
mas generales, como las uninormas y las pseudonormas, obteniendo resultados
relevantes [8,11]. En un entorno mds general en [1] se abordé el estudio de su-
mas ordinales de operadores arbitrarios definidos sobre una familia de reticulos
y construidas a partir de la suma basada en reticulos introducida en [7]. Dicho
trabajo extiende los resultados obtenidos en [6] y proporciona una construccién
general que permite generar operadores sobre la estructura agregada a partir de
operadores definidos localmente. Asimismo, se analizé qué propiedades algebrai-
cas son preservadas por esta nueva construcciéon y bajo qué condiciones pueden
garantizarse.

Por otra parte, las implicaciones difusas constituyen una de las operaciones
fundamentales de la légica difusa, desempeniando un papel esencial en el razo-
namiento aproximado, asi como en diversos mecanismos de inferencia deductiva
e inductiva. Su importancia se refleja también en la gran variedad de aplicacio-
nes en las que intervienen, entre las que destacan la resolucién de ecuaciones
difusas, la morfologia matematica difusa, las medidas difusas, el procesamiento
de iméagenes y otros ambitos relacionados con la representacion y el tratamien-
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to de informacién imprecisa. Tradicionalmente, las implicaciones difusas se han
definido como aplicaciones I: [0,1] x [0,1] — [0,1] que satisfacen determina-
das condiciones de monotonia y frontera, prestandose especial atencién a las
implicaciones residuadas derivadas de t-normas continuas por la izquierda. Sin
embargo, este marco clédsico se encuentra restringido al intervalo unidad [3], lo
que puede limitar su capacidad para modelar contextos méas generales basados
en estructuras ordenadas arbitrarias.

En este trabajo nos centramos precisamente en dicho contexto general, consi-
derando operadores definidos sobre conjuntos parcialmente ordenados. Mediante
la agregacién de estructuras a través de mecanismos de suma ordinal basada en
reticulos [1,6,9], nuestro objetivo principal consiste en analizar si existen condi-
ciones necesarias y/o suficientes que garanticen que la suma ordinal de operado-
res sea una implicacién difusa. Ademads de analizar diferentes propiedades tales
como monotonia en ambos argumentos, condiciones de frontera, propiedad de la
identidad, del orden o de intercambio entre otras, se preservan de los operadores
locales en dicha suma ordinal. Para ello, introducimos una nueva construccién de
suma ordinal para familias de aplicaciones definidas sobre conjuntos parcialmen-
te ordenados inspirada en la suma ordinal de Clifford, extendiendo la propuesta
recientemente presentada en [15].

Finalmente, este trabajo abre diversas lineas de investigacion futuras. Entre
ellas, destaca el estudio de nuevas definiciones de sumas generales de operadores
que permitan obtener una suma que si cumpla todas las condiciones de fronte-
ra que satisface una implicacién difusa. Asimismo, se investigaran condiciones
suficientes para establecer que dicha suma de operadores sea la implicacion re-
siduada correspondiente a una suma ordinal de operadores continuos a izquier-
da, ampliando asf los resultados clésicos presentados en [2,4,13]. Por tltimo, se
exploraran posibles aplicaciones de estos resultados en distintas herramientas
matematicas basadas en estructuras ordenadas, como el andlisis de conceptos
formales difusos en el paradigma multiadjunto [10].
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Abstract. El analisis de sentimientos es una disciplina que ha evolu-
cionado rapidamente: desde los modelos originales basados en diccionar-
ios (propios de la mineria de textos o text-mining) y los modelos de
clasificacion tipo RNN y LSTM, hasta llegar a las actuales arquitecturas
basadas en Transformers. Estas tltimas capturan de manera efectiva rela-
ciones seméanticas més complejas. Sin embargo, los algoritmos basados en
Transformers atn se enfrentan a numerosos desafios en la actualidad. En-
tre ellos, uno de los més preocupantes se relaciona con como se aborda la
ambigiiedad y la variabilidad asociadas a la respuesta del Transformer,
asi como la manera en la que se modela la incertidumbre lingiiistica.
Esta investigacion en curso presenta un marco de trabajo que integra la
logica difusa en la capa de salida de Transformers pre-entrenados para
modelar mejor el lenguaje subjetivo y ambiguo. Al permitir una repre-
sentacion gradual del sentimiento, en lugar de una clasificacion binaria
estricta, el enfoque propuesto mejora la interpretabilidad y la deteccion
de emociones mixtas o poco claras. El resultado es un sistema mas ro-
busto y matizado, que preserva la eficiencia computacional original del
Transformer.

Keywords: Transformers, Logica difusa - Analisis del Sentimiento -
Procesamiento del lenguaje - Interpretabilidad.

El paradigma digital ha redefinido fundamentalmente la interacciéon humana,
estableciendo la comunicacién digital como el principal medio de expresion indi-
vidual y colectiva. En este contexto, la generacion masiva de datos textuales en
las plataformas de redes sociales constituye una persistente «huella comunica-
tivay. Este rastro digital ofrece una perspectiva inestimable sobre las preferencias
de los usuarios, la percepcién de las marcas y el rendimiento de los productos,
lo que posiciona al Analisis de Sentimientos (AS) como una herramienta funda-
mental para descifrar la opinién publica en la era moderna [1][3][4].

En sus inicios, los primeros modelos de analisis de sentimientos procesaban
el texto mediante la tokenizacion de sus palabras y el uso de diccionarios para
estimar la probabilidad de que un mensaje tuviera una connotacion positiva, neg-
ativa o neutra. Esta vectorizacion, tipica de la minerfa de textos (text-mining),
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permitié abordar el problema desde la perspectiva del aprendizaje automético
(Machine Learning). Representar un texto de manera vectorial posibilito el salto
hacia algoritmos mas complejos, como las redes neuronales recurrentes (RNN)
y las arquitecturas de memoria a corto y largo plazo (LSTM) [5].

Estos modelos sentaron las bases para el procesamiento secuencial; sin em-
bargo, la aparicion de la arquitectura Transformer y su mecanismo de autoaten-
ci6n marcaron un cambio definitivo en este campo [6]. Al asignar numéricamente
una importancia relativa a cada token dentro de una secuencia, los Transformers
facilitan la deteccion de dependencias seménticas complejas y relaciones con-
textuales de largo alcance que los modelos anteriores tenian dificultades para
capturar.

A pesar de su notable capacidad para capturar el contexto, los algoritmos
basados en Transformers no estén exentos de limitaciones. Uno de los desafios
mas criticos radica en la variabilidad y la incertidumbre predictiva intrinseca a es-
tos modelos. Ante un mismo texto de entrada, diferentes arquitecturas preentre-
nadas (o incluso variaciones en el proceso de inferencia) pueden generar distribu-
ciones de probabilidad divergentes. Esta falta de consenso refleja una vaguedad
inherente en la respuesta del modelo, la cual es ignorada por las aproximaciones
tradicionales que fuerzan una clasificacion categorica basada en el modelo indi-
vidual de mayor rendimiento.

Para abordar esta problematica, este estudio propone un marco de trabajo
que integra la logica difusa no solo para modelar la subjetividad del lenguaje
humano, sino para modelar la incertidumbre predictiva de un conjunto de Trans-
formers interpretando las diferentes salidas de los modelos como grados de perte-
nencia borrosas. La integracion de las predicciones de miltiples modelos permite
crear un ensamble robusto que capitaliza la divergencia de los algoritmos para
alcanzar un consenso mas fiable.

En este contexto, la logica difusa emerge como un marco complementario
ideal. Si bien el aprendizaje profundo destaca en el reconocimiento de patrones
en grandes volumenes de datos, la 16gica difusa proporciona una base matemaética
rigurosa para abordar la incertidumbre y la ambigiiedad lingiifsticas ([2]). La in-
tegracion de estos dos paradigmas permite crear modelos que no solo ofrecen
un alto rendimiento, sino que también son mas interpretables, capaces de repre-
sentar las emociones como transiciones graduales en lugar de categorias binarias
rigidas.

El estudio utiliza un corpus especializado de 8768 tuits relacionados con el
conflicto de Gaza. Tras un riguroso proceso de preprocesamiento —que incluy6
la eliminacién de duplicados y el filtrado por idioma— se conservo un subcon-
junto final de 4469 tuits en espanol. Seleccionamos tres Transformers de dltima
generacion: DistilBERT, RoBERTa y ModernBERT. Para cada tuit, los modelos
generan una distribucion de probabilidad mediante softmax.

Para sintetizar la prediccion final del sentimiento, proponemos un marco
de agregacion formal. Sea M = {my,ma,...,my,} sea el conjunto de n mod-
elos Transformer preentrenados. Para cada tweet ¢ y cada categoria emocional
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k € {l1 = positive,ls = negative,l3 = neutral}, obtenemos una puntuacion
agregada final s,s, aplicando un operador de agregacién difusa &:

Sagg(k | 1) = @ (p1(k [ 1), p2(k [ 1),...,pn(K | 1)) (1)

donde p;(k | t) representa el grado de pertenencia (probabilidad normalizada)
asignado por el modelo m; a la clase k. La clasificacion final se determina por la
clase que maximiza esta puntuacién agregada:

arg r]?ea)})( Sagg(k ‘ t) (2)

En este estudio, exploramos varios operadores para @, incluyendo un oper-
ador OWA con orness de rango medio, méximo, minimo y producto.

La integracion de la logica difusa en los flujos de trabajo basados en Trans-
formers mejora significativamente la robustez del anélisis de sentimientos en
espanol. El conjunto OWA navega con éxito por las zonas "neutrales”” y las
emociones mixtas del discurso politico complejo. En trabajos futuros se explo-
rard el uso de ANFIS (Sistemas de Inferencia Neurodifusa Adaptativa) para
aprender automaticamente reglas de agregaciéon 6ptimas, reduciendo ain mas la
brecha entre el rendimiento neuronal y la interpretabilidad lingiiistica.
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Abstract. Numerosos estudios han centrado su atencién en el diseno
de procedimientos para detectar mdédulos aislados dentro de una comu-
nidad, haciendo hincapié en el riesgo de polarizacion en una sociedad frac-
turada. En este articulo, proponemos un modelo basico para analizar la
polarizacion afectiva, sefialando la importancia de tener en cuenta tanto
el apoyo (amor) como el rechazo (odio) hacia cada alternativa, como
sentimientos opuestos difusos. Restringidos a dos alternativas, represen-
tamos en el espacio [—1,41]? el odio/amor individual a cada alternativa,
para entonces proponer una nueva medida de polarizacién social.

Keywords: Polarizacion - Redes Sociales - Conjuntos difusos

1 Introduccion

En las sociedades democraticas actuales parece no haber espacio para largos de-
bates, no hay oportunidad de explicar acuerdos complejos. La toma de decisiones
complejas basada en multiples criterios se esta reduciendo a problemas de toma
de decisiones basados en un tnico criterio, que suele ser binario. Un sentimiento
simple no necesita argumentos sofisticados, y las ideas simples se convierten fa-
cilmente en ideas extremas. Ademas, dada la rapidez con la que se propagan,
resulta bastante dificil reaccionar adecuadamente (p.e, contra las fake news).

Desde el punto de vista de la comunicacion, la existencia de comunidades
aisladas dentro de una sociedad es un riesgo de polarizacion. Pero con bastante
frecuencia ese aislamiento no implica polarizaciéon por si solo. La polarizaciéon
surge cuandon una parte relevante de la sociedad ama una alternativa odiando
al resto de alternativas y, al mismo tiempo, otra parte relevante de la sociedad
ama una alternativa diferente odiando al resto de alternativas.
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El argumento central de este articulo es la necesidad de tener en cuenta dos
caracteristicas opuestas para detectar la radicalizaciéon individual y la polar-
izacién social ante dos alternativas, midiendo el apoyo y el rechazo hacia cada
una de ellas, y que tanto el apoyo (amor) como el rechazo (odio) tienen una
naturaleza difusa y graduable, lo que permite distintos grados de intensidad.
Nuestro objetivo es describir la radicalizaciéon y la polarizacion a partir de una
escala de actitud definida en el intervalo [—1,+1] para cada individuo y cada
alternativa.

2 Trabajos Relacionados

El elemento clave que queremos presentar en este articulo es que debemos, de
alguna manera, detectar y diferenciar los mensajes positivos de los negativos,
para detectar la polarizacion. Ademas, es importante reconocer que estos mat-
ices positivos y negativos admiten gradaciones. Un primer enfoque consistiria
en suponer que estos mensajes estan a favor o en contra de una alternativa, en
cierta medida. Esta situacién puede modelarse mediante una escala de actitudes
definida en el intervalo [—1,1] (ver [1]). Ademés, debemos tener en cuenta que
la polarizacién no surge por distribuciones especificas de conexiones positivas
o negativas fuertes y débiles, sino debido a la distribucién antagénica de las
conexiones de apoyo y rechazo. Esta vision fue capturada en [2] donde se pro-
ponen grados de pertenencia paa modelar el grado en que un individuo puede
radicalizarse hacia ambos polos ideoldgicos simultaneamente, pero los autores
no especifican explicitamente si un grado de pertenencia nulo debe interpretarse
como un rechazo explicito de ese polo o simplemente como la ausencia de rad-
icalizacion hacia él. Esta distincién no es trivial. La negaciéon de un concepto
no coincide necesariamente con su opuesto. La falta de pertenencia a un polo
no implica automaticamente la pertenencia al opuesto, ya que «no pertenecer»
a un concepto y «pertenecer a su opuesto» representan situaciones semanticas
diferentes. En nuestra opinién, la cuestion clave subyacente fue planteada orig-
inalmente por Atanassov [3], quien destaco el hecho de que un conjunto difuso
no puede entenderse sin tener en cuenta sus conceptos relacionados (véanse en
particular los enfoques alternativos en [4].

3 Metodologia propuesta

El argumento principal de este articulo es la necesidad de considerar dos carac-
teristicas opuestas para detectar la radicalizacién y la polarizacion, mediante la
medicién tanto del apoyo como del rechazo hacia cada alternativa, y que tanto
el apoyo (amor) como el rechazo (odio) poseen una naturaleza difusa (fuzzy)
graduable, permitiendo distintos grados de intensidad.

Nuestro objetivo es describir la radicalizacién individual y la polarizacion
social cuando la sociedad esté enfrentada a dos alternativas, mediante una escala
actitudinal definida sobre el cuadrado [—1,1]%.
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Los valores negativos representan odio explicito hacia la alternativa, mientras
que los valores positivos representan amor explicito.

Por tanto, la opinién de un individuo ¢ de un grupo N respecto a dos alter-
nativas a y 3 puede representarse como un punto (z;,y;) € [—1,1]?, siendo x; el
grado de apoyo/rechazo de cada individuo a a, e y; el grado de apoyo/rechazo
de cada individuo a S.

El objetivo de este trabajo es trasladar al contexto bipolar en el sentido de
[5] al riesgo de polarizacién JDJ presentado en [2]|, considerando los grados de
pertenencia a los puntos de polarizacion A = (+1,—1) y B = (—1,+1) para
cada grupo.

Para cada individuo ¢ € N, los grados de pertenencia del individuo i a
los puntos de polarizacion A y B, respectivamente, los vamos a calcular me-
diante una distancia normalizada en [0,1] de cada (z,y) € [-1,1]? a A y a B:
pa(i), pup(i) € [0,1].

Consideremos una funciéon de agregacion apropiadan (p.e., overlapping)

¢ :[0,1]* = [0,1]
y otra funcion de agregacion (p.e., una funcién de grouping)
Y [0,1]* — [0,1]

para combinar los grados de pertenencia en la construccion de medidas de po-
larizacion. En particular,nuestra version bipolar del indice JDJ, denominada
medida de polarizaciéon AJDJ, se define como:

AIDJ(Z) =Y (e(pa(i), p(i), o(up (i), pa(h)))- (1)

i,jJEN

donde 1, ¢ son funciones de agregacion definidas en el intervalo [0, 1].

4 Resultados Preeliminares

El objetivo de esta seccién es simplemente comprobar que nuestro modelo se
comporrta de forma intuitiva en diferentes circunstancias, es decir, que AJDJ
capta la polarizacion colectiva, midiendo el grado en que los individuos de la
poblacion se oponen entre si en funcién de sus afiliaciones ideolégicas.

Para comprobar la intuicion del indice propuesto, consideramos las siguientes
funciones de overlapping y groupping (t-norma y t-conorma):

©(a,b) = min(a, b), P(a,b) =a+b— ab, a,b € [0,1]. (2)

Los resultados que se obtienen para los diferentes diferentes distribuciones de

opiniones individuales son:
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AJDJ=0.94292 AJDJ=0.55308

o

AJDJ=0.14053 AJDJ=0.60041 AJDJ=0.60934

5 Conclusion

El siguiente paso inmediato, ademés de probar nuestra nueva medida con datos
reales de redes sociales, consiste en explorar diferentes medidas de apoyo y rec-
hazo, analizar diferentes grados de radicalizaciéon y polarizaciéon con mas de dos
alternativas y analizar también diferentes métodos de agregacion para represen-
tar el riesgo de polarizacion. Nuestro modelo nos permitiré, ademés, medir la
demanda social de una tercera alternativa.

References

1. Losada, J.C., Robles, J.M., Benito, R.M., Caballero, R.: Love and Hate During
Political Campaigns in Social Networks. In: Benito, R.M. et al. (eds.) Complex
Networks & Their Applications X. Studies in Computational Intelligence, vol. 1073,
pp. 66-77. Springer, Cham (2022). https://doi.org,/10.1007/978-3-030-93413-2 6

2. Guevara, J.A.: Polarization Measures in Social Networks. Doctoral dissertation (in
Spanish), Complutense University of Madrid (2022). https://hdl.handle.net/
20.500.14352/4170

3. Atanassov, K.: Intuitionistic fuzzy sets. Studies in Fuzziness and Soft Computing,
vol. 35 (1999). https://doi.org/10.1016/S0165-0114(86)80034-3

4. Bustince, H., Barrenechea, E., Burusco, A., Fernandez, J., Rodriguez, J.T., Mon-
tero, J., Pagola, M., Gomez, D.: From Trillas’ Negations and Antonyms to
a Set Representation of Contradiction Within Bipolar and Other Extensions
of Fuzzy Sets. Studies in Fuzziness and Soft Computing 323, 159-177 (2015).
https://doi.org/10.1007/978-3-319-18606-1 15

5. Montero, J., Bustince, H., Franco, C., Rodriguez, J.T., Goémez, D.,
Pagola, M., Fernandez, J., Barrenechea, E.: Paired structures in knowl-
edge representation. Knowledge-Based Systems 100, 50-58  (2016).
https://doi.org/10.1016/j.knosys.2016.02.003

-60-



Libro de resiimenes del XXIV Congreso Esparfiol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy — ESTYLF 2026, 11-13 de noviembre de 2026, Jaén

Efficient Ranking and Unranking of Discrete
Fuzzy Numbers

Manuel Gonzalez-Hidalgo!-2, Arnau Mir!, Alejandro Mus', and Juan Vicente
Riera!

! Soft Computing, Image Processing and Aggregation Research Group (SCOPIA),
Artificial Intelligence Research, Institute of the Balearic Islands (IAIB),
Health Research Institute of the Balearic Islands (IdISBa),
Mathematics and Computer Science Department, University of the Balearic Islands,
Spain
{manuel.gonzalez,arnau.mir,alejandro.mus, jvicente.riera}Quib.es

2 Laboratory of Artificial Intelligence Applications (LATAQUIB)

Abstract. Discrete fuzzy numbers are a useful representation of linguis-
tic information, but recent constructions based on total orders require
repeated evaluations of the position map and its inverse. A direct imple-
mentation enumerates or sorts the whole ordered set, whose size grows
combinatorially with the number of membership levels. This ongoing
research develops exact ranking and unranking algorithms for discrete
fuzzy numbers on a finite chain. The approach exploits nested a-cuts
and closed-form combinatorial counts while avoiding exhaustive enumer-
ation. The resulting procedures compute pos and pos~! in O(n2mlog n)
time with constant extra memory. Preliminary experiments confirm the
expected linear scaling in the number of membership values for fixed n.

Keywords: Discrete fuzzy numbers - Total orders - Ranking - Unrank-
ing - Computational efficiency

1 DMotivation

Discrete fuzzy numbers (DFNs) are widely used in computing-with-words and
decision-making models because they combine finite linguistic chains with grad-
ual membership information [1-3].

Let DlL"_’Ym denote the finite family of dfns with support in a closed subin-
terval of L, = {0,1,...,n} and membership values in Y,,, = {0 = y; < y2 <
-+ < Yy = 1}. Tts cardinality is [1]

2m — 2
DY | = (MTEM T2 (1)
2m — 2

A total order on intervals can be extended to a total order j?i on DlL"_’Y’”,
~Ym| This enables the definition of

yielding a finite chain of cardinality |D1L"
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aggregation and implication functions on DFNs by transporting operators from
L ={0,...,k}, where k = |D1L”ﬁy’”| — 1 [4,5,1], through the position map

pos : DEn 7 Ym 5 Ly pos(Ad) = [{X e D{" 7" | X <5t A} -1,

an order isomorphism between (DF»~Ym j?i) and (Lg, <) [1]-

However, the computation of pos(A) suggests a brute-force approach requir-
ing the generation, sorting, and search of all DFNs, which quickly becomes in-
feasible as m grows. The aim of this work is to compute the ranking pos(A) and
unranking pos~!(i) exactly, without materialising the complete ordered space.

2 Explicit pseudocode for ranking and unranking

Let Z(L,) be the set of closed intervals [a,b] C L,, ordered by a fixed total
order < defined on this set. Since |Z(L,)| = (n + 1)(n + 2)/2, every a-cut of
A € DI 7Y™ can be treated as an element of a finite interval chain. The a-cut
notation and its reconstruction role are detailed in [1]. The following algorithms
consider all levels of each DFN, beginning at y,, = 1 and going down to y; = 0,
using the nesting property of a-cuts.

For an interval [a,b] occupying the j-th position in Z(L,), let SDFN(a, b, j)
denote the set of generalized DFNs whose maximum membership value is y;

exactly on [a, ], while the remaining values belong to {y1,...,y;}. The consid-
eration of these sets is a key idea in our algorithms. Their cardinality [1] is given
by
. a+j—2\(n—b+j—2
SDFN(a, b = 2
B I G [ G )

The formula separates the choices to the left and right of the core interval: the
left branch is nondecreasing and the right branch is nonincreasing. Hence, the
number of DFNs below a candidate a-cut can be computed by summing products
of binomial coefficients instead of enumerating objects.

Based on the previous considerations, the two procedures below are written
explicitly as pseudocode blocks, following the ranking—unranking construction
of [1]. Both use the same ordered block decomposition of DX~ Unranking
locates the residual index within the first compatible block whose cumulative
size reaches its one-based residual rank, while ranking accumulates the sizes of
all compatible blocks preceding the observed a-cut.

Algorithm 1. Unranking algorithm for pos™!(i).
Input: index i € {0, ..., |D1L”Hy’"'| — 1}; ordered intervals I1 < --- < I|z(L,)|-
Output: the DFN A such that pos(A) = 1.
ri— i+ 1; AYmtl 05 kg1 < |Z(La)]-
for j=m,m—-—1,...,1do
Cj < {I(g ‘ AYi+1 C I, L < k)j+1}.
write C; = {19 < ... < lgjj)}, with I = [ap, bp].
find the least g such that > ] _, | SDFN(ap, bn,j)| > 7.
AYi I((IJ); kj < q.
=T — Eh<q | SDEN(ay,, by, j)|-
end for
return reconstruct(AY1, ... AYm).

X NS oA W=

-62-



Libro de resiimenes del XXIV Congreso Esparfiol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy — ESTYLF 2026, 11-13 de noviembre de 2026, Jaén

Algorithm 2. Ranking algorithm for pos(A).

Input: a DFN A € DlL"HY"”; ordered intervals Iy < --- < I|z(L,,)|-
Output: the index i = pos(A).

1. 7« 0; compute the a-cuts AYJ, j =1,...,m.
2. AYm+1 .

3. for j=m,m—1,...,1do

4. CJ'(—{IZ ‘ij+1 C Iy, I@jij}.

5. for each I, = [ag,be] € C; \ {AY7} do
6. r < r 4+ | SDFN(ag, be, 5)|.

7. end for

8. end for

9. return r.

The block sizes used in both algorithms are exactly the values in Eq. (2).
In Algorithm 2 the set C; includes the observed cut AY%, but the loop sums
only the blocks that precede it. The procedures are mutually consistent because
they traverse the same nested blocks in opposite directions. At each membership
level, the candidate interval set has size at most O(n?). If it is sorted or searched
according to the chosen interval order, the cost per level is O(n?logn). Thus,
both algorithms run in
O(n*mlogn), (3)

using constant extra memory apart from the representation of the input or out-
put DFN. This replaces brute-force enumeration over |D1L’ﬁy’" elements, whose
dependence on m is combinatorial.

3 Preliminary empirical evidence

The full execution-time table is more informative than a single example, because
it shows the practical scaling of both routines across one order of magnitude in
the number of membership levels. We evaluated the algorithms in Python using
the interval order t-inc. The experiments fixed n = 10, varied m from 100 to 1000,
and used K = 500 uniformly sampled indices per configuration. Correctness was
checked by verifying pos(pos™!(i)) = i in every trial. Table 1 reports the mean
runtime and standard deviation for unranking and ranking, following [1].

Table 1. Average execution time as a function of m for fixed n = 10. Results over
K = 500 trials; order=t-inc.

m | unrank ¢,, (ms) unrank s,, (ms) rank ¢, (ms) rank s,, (ms)
100 0.870 0.172 0.810 0.173
200 1.713 0.322 1.565 0.310
300 2.660 0.503 2.426 0.481
400 3.554 0.768 3.255 0.742
500 4.486 0.932 4.113 0.888
600 5.392 1.080 4.955 1.049
700 6.253 1.300 5.746 1.263
800 7.207 1.396 6.606 1.349
900 7.924 1.600 7.272 1.553

1000 8.960 1.822 8.205 1.739

The table confirms the expected near-linear growth in m for fixed n, in agree-
ment, with the m-dependence predicted by Eq. 3 for fixed n. A linear fit for
m > 400 gives slopes 8.90 x 1072 and 8.15 x 10~3 ms per level for unrank-
ing and ranking, with intercepts about 3 x 1072 ms. Thus, for n = 10, the
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measured per-level cost is about 8-9 microseconds. This evidence supports us-
ing the routines inside position-based operators of the form Fpr,-v.. (4, B) =
1

pos~}(F(pos(A), pos(B))), where repeated rank /unrank calls replace a precom-
puted table of the whole lattice.

4 Conclusions and ongoing work

This work turns the position isomorphism used in recent algebraic constructions
on DFNs into an operational indexing mechanism. The proposed procedures
compute pos and pos~! exactly, avoid storing the whole set DlL"HY’", and re-
duce the dependence on the number of membership levels to a linear one for fixed
n. This is relevant when position-based implication and aggregation functions
must be evaluated many times. Ongoing work focuses on optimising the imple-
mentation for several interval orders, integrating the routines into position-based
logical operators, and extending the same strategy to discrete Z-numbers, where
value and reliability components introduce a richer two-level ordering problem. A
complementary benchmark will compare against explicit enumeration, including
peak memory, to quantify the practical break-even point.
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Abstract. Se presenta un entorno software desarrollado en Python para
la construccién, analisis y ejecucion de modelos difusos. El entorno esté
operativo, pero todavia no cuenta con todas las funcionalidades deseadas.
El sistema permite implementar modelos de inferencia clasicos basados
en Mamdani y Takagi-Sugeno-Kang (TSK), integrando ambos enfoques
dentro de una arquitectura comun. Sin embargo, su principal aportacion
radica en su flexibilidad estructural, que posibilita la construccion de
estructuras difusas més complejas que los modelos tradicionales, siendo
adecuada tanto para investigaciéon como para docencia.

Keywords: Inferencia difusa - Modelos difusos - Estructuras difusas

1 Introduccion

La logica difusa constituye una herramienta fundamental para el modelado de
sistemas complejos caracterizados por incertidumbre, imprecisiéon o conocimiento
heuristico. Tradicionalmente, los modelos difusos més utilizados en la literatura
son los modelos de tipo Mamdani y los modelos de tipo TSK, aunque también
es usual experimentar con otras estructuras adaptadas al problema tratado. Se
propone un entorno software que no solo implementa estos modelos, sino que
proporciona una base solida para el desarrollo de nuevas estructuras difusas ofre-
ciendo implementaciones de las componentes tedricos fundamentales. El entorno
propuesto se fundamenta en tres ideas principales que, utilizadas conjuntamente,
lo distinguen de otros entornos existentes en la actualidad:

(1) Aprovechamiento de la potencia del lenguaje Python: Una de las
caréacteristicas principales de Python es la denominada First-class function® [1].
Aunque el soporte de funciones como elementos de primer nivel no es exclusivo

3 https://en.wikipedia.org/wiki/First-class_function
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de Python y esté presente en numerosos lenguajes modernos, este destaca es-
pecialmente por la amplitud de su ecosistema y su comunidad, que facilitan la
reutilizacion y extension del software en multiples dominios. Asimismo, si bien su
rendimiento en ejecucion es inferior al de lenguajes compilados, su alta produc-
tividad y la posibilidad de apoyarse en librerias altamente optimizadas permiten
obtener soluciones eficientes con un coste de desarrollo reducido. Referente a
esto, también es destacable que los lenguajes interpretados facilitan el uso de
archivos externos que contienen funciones o definiciones, permitiendo su carga
dindamica dentro del programa sin necesidad de recompilacion.

(2) Disefio modular utilizando programaciéon orientada a objetos:
Cada uno de los componentes fundamentales de la logica difusa se encapsula en
clases independientes pero interrelacionadas que hacen uso de la herencia. Este
enfoque no solo favorece la modularidad y la reutilizacién del cédigo, sino que
también permite una clara separacién de responsabilidades, facilitando tanto la
comprension como la extension del sistema.

(3) Evitar el uso de representaciones discretas: En el diseno de WIFE
se ha optado deliberadamente por evitar representaciones discretizadas en los
modelos y estructuras difusas durante las fases de diseno y de inferencia de
modelos y estructuras, priorizando el uso de representaciones continuas. Esta
decision responde a criterios de eficiencia computacional, ya que el uso de fun-
ciones de pertenencia definidas de forma continua permite evaluar directamente
los grados de pertenencia sin necesidad de iteraciones extensivas.

En la siguiente seccién se describe la arquitectura actual del sistema. La
Seccién 3 se describen los componentes que permiten crear los modelos junto
con la inferencia, estd centrado en modelos tipo Mamdani y TSK. Finalmente,
en la Seccion 4 se detallan las conclusiones y trabajo futuro.

2 Arquitectura del sistema

Cada elemento tedrico se modela explicitamente para ser utilizado de manera
flexible en las distintas estructuras difusas:

Operadores logicos difusos: Se implementan operadores basicos como t-normas
y t-conormas, definidos como funciones independientes y agrupados en un
diccionario Python que permite seleccionar el operador adecuado mediante
el uso de la clave, posibilitando su escalado.

Conjuntos difusos: El sistema define clases para representar conjuntos difusos
mediante una clase con funciones de pertenencia parametrizables (triangu-
lares, trapezoidales, etc.). Ademaés, se incluyen estructuras alternativas para
representar el conocimiento de forma discreta.

Variables lingiiisticas: Se modelan como estructuras que contienen la infor-
macioén necesaria para modelar completamente su definicion teérica.

Sistema de proposiciones: Se definen dos tipos de proposiciones, proposi-
ciones atomicas y proposiciones compuestas (basadas en atémicas y otras
compuestas), lo que permite construir expresiones logicas complejas de man-
era estructurada y facilita el desarrollo de modelos no estandar.
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3 Creaciéon y uso de modelos difusos

En esta seccion se ilustra como, a partir de los conceptos basicos previamente
definidos, es posible construir modelos difusos completos y utilizar dichos mode-
los para realizar procesos de inferencia. Se describe, por tanto, no solo la creaciéon
de las distintas estructuras —variables, conjuntos y reglas—, sino también su in-
tegracion en sistemas funcionales capaces de procesar entradas y generar salidas,
poniendo de manifiesto el flujo completo desde la definicién tedrica hasta su apli-
cacion practica. Se dispone de las clases que permiten trabajar con los modelos
tipo Mamdani y TSK, concretamente, el entorno incluye clases especificas para:
(1) Creacion e inferencia con modelos tipo Mamdani y; (2) Diseno e inferencia
con modelos tipo TSK.

Las reglas difusas se modelan como objetos independientes que combinan un
antecedente logico estructurado y un consecuente —difuso o funcional—, lo que
permite mantener un mecanismo de inferencia uniforme independientemente del
modelo. En este contexto, dado que la diferencia fundamental entre los enfoques
reside en el tratamiento del consecuente, se ha optado por emplear conjuntos
difusos en Mamdani y funciones dependientes de las entradas en TSK. Sea la
regla:

IF ( (T is Cold) OR (T is Medium) ) AND (H is Low)

THEN S is Comfortable

donde T, H y § son las variables lingiiisticas que modelan la temperatura
(T), la humedad (H) y la sensacion corporal (S). Ademas, Cold y Medium son
conjuntos difusos de la variable T, Low es un conjunto difuso de la variable H y
Comfortable es un conjunto difuso de la variable S.

El siguiente c6digo muestra como se crean los distintos operadores definiendo
una funcién por cada operador y anadiendo la entrada correspondiente en el dic-
cionario functions (lineas 1-11), accediendo al elemento deseado con etiqueta de
la funcion. De las lineas 13-25 se muestra como se crea una regla. Se hace uso
de la proposicion compuesta que define el antecedente (lineas 13-15) junto con
las variables lingiiisticas temp wvl, hum_wvl y sensa_vl. Se crea el consecuente
como la proposiciéon atéomica S is Comfortable, al ser un modelo tipo Mandani,
utilizando el constructor FuzzyAP (lineas 16 y 19). Se crea la regla mediante
el constructor MandaniRule() que cuenta con el identificador de la regla (linea
18), la proposicion difusa compuesta se crea utilizando el constructor de ésta,
PDC(ant,functions) (linea 19), y, finalmente, la proposicion difusa que modela
el consecuente mediante el constructor FuzzyAP() (lineas 20-25). Finalmente, se
crea el modelo invocando al constructor MandaniFuzzyModel(). La clase Man-
daniFuzzyModel() tiene implementado el proceso de inferencia. También existe
la version para modelos tipo TSK.

1 def and_t_norm(vall:float, val2:float):
2 return min(vall,val2)

; def or_t_conorm(vall:float, val2:float):
) return max(vall,val?2)

5 def not_operator(vall:float):

6 return 1-vall
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7 functions = {

8 AND’: and_t_norm,

9 ’0R’: or_t_conorm,

10 ’NOT’: not_operator

o}

> ant = [

13 [[temp_vl, ’Cold’], ’0R’, [temp_vl, ’Medium’]],

14 PAND’, [hum_v1l, ’Low’] ]

15 cons = [sensa_vl, ’Comfortable’]

16 R1 = MandaniRule (

17 ’R1°,

18 PDC(ant, functions), # antedent

19 FuzzyAP( # consequent

20 LinguisticV(sensa_vl[’name’], sensa_vl[’position’],
21 sensa_vl[’support’], sensa_vl[’sets’]),
22 sensa_vl[’sets?’][cons[1]]

23 )

214 )

25 modelo = MandaniFuzzyModel ([R1, R2, R3, R4, R5, R6])
Cobdigo 1.1. Definiendo los operadores

4 Conclusiones y trabajos futuros

Se ha presentado un entorno software para logica difusa que integra modelos
tipo Mamdani y TSK, cuya principal aportacion es su caracter abierto y ex-
tensible. No impone una estructura fija, permitiendo la construccién de nuevas
arquitecturas difusas a partir de componentes bésicos bien definidos. Destaca su
modularidad y reutilizacién de componentes y su adecuaciéon para investigacion
y la docencia. Como trabajo futuro se anadiran nuevos modelos de inferencia,
como variantes avanzadas de TSK o enfoques hibridos basados en aprendizaje
automaético, que permitan ajustar autométicamente los pardmetros de los con-
juntos difusos y las reglas a partir de datos. También se podrian mejorar las clases
desarrolladas y los mecanismos de visualizacion e interpretacion de resultados.
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Resumen La identificacion interoperable de patrones diarios de uso en
sistemas de bicicletas compartidas (BSS) se ha abordado recientemente
mediante la semantizacién de la curva de demanda en cinco intervalos
—mnoche, trabajo, maniana, almuerzo y tarde— con fronteras temporales
nitidas ajustadas manualmente por sistema. En este trabajo en curso
proponemos una reformulacién basada en logica difusa donde cada inter-
valo se modela como un conjunto difuso sobre [0, 24) mediante funciones
de pertenencia trapezoidales aprendidas de forma no supervisada a par-
tir de la curva tipo de cada ciudad. La nueva representacién sustituye
a la etapa de semantizacion, habilita una agregaciéon robusta de la de-
manda mediante la mediana ponderada difusa y permite cuantificar el
solapamiento conceptual entre franjas como huella cultural del sistema.

Keywords: Loégica difusa - Variables lingiiisticas - Series temporales -
Sistemas de bicicletas compartidas - Transferencia de conocimiento.

1. Introduccion

Los Sistemas de Bicicletas Compartidas (BSS, del inglés Bike Sharing Sys-
tems) son un area de notable interés dentro de la movilidad urbana sostenible [1].
La naturaleza estocastica de la demanda y la influencia de factores exdgenos
—meteorologia, infraestructura, eventos— condicionan su operacion, y la identifi-
cacién de patrones de uso a nivel de estacion constituye un paso previo a la
prediccion de demanda o el reequilibrado de la flota.

Los autores hemos propuesto recientemente Pearclustering [3], un algoritmo
de clasificacién no supervisada basado en la correlaciéon de Pearson como dis-
tancia de disimilitud que, combinado con una representaciéon semantizada de la
curva diaria en cinco intervalos —noche, trabajo, manana, almuerzo y tarde—
con fronteras nitidas ajustadas manualmente por ciudad, transfiere el conoci-
miento aprendido a sistemas no contemplados en el entrenamiento. Esta estrate-
gia adolece de tres limitaciones: (i) los conceptos manejados son intrinsecamente
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graduales —las 13:45 son almuerzo “casi total” en Sevilla y solo “parcialmente” en
Dublin—, por lo que la asignacion nitida pierde informacion; (ii) la fijacion manual
de los cortes es subjetiva y no escala a la incorporaciéon automética de nuevos
sistemas; y (iii) la representaciéon crisp no permite cuantificar el solapamiento
conceptual entre franjas.

En esta investigacion en curso reformulamos los intervalos seménticos como
variables lingiiisticas [4] mediante conjuntos difusos sobre [0,24), con funciones
de pertenencia aprendidas a partir de la curva tipo de cada sistema.

2. Trabajo previo: intervalos semanticos crisp

Sea i un sistema BSS y Di(t) la demanda registrada (bicicletas tomadas o
devueltas) en el instante ¢t € [0, 24), agregada por hora. En [3] la curva diaria se
semantiza dividiendo el dominio en m = 5 intervalos disjuntos {[tn,tn+1)}n
con t; =0, t,,41 = 24, asociando cada uno a un concepto ¢, del conjunto

C = {NOCHE, TRABAJO, MANANA, ALMUERZO, TARDE}.

La demanda agregada al intervalo n es ﬁé = Med{D(tz) : tp, < tp < tni1},
donde la mediana mitiga el efecto de los valores anémalos. Los puntos de corte
{tn} se eligen manualmente por inspeccion visual de la curva tipo, garantizando
que un mismo ¢, refleje el mismo concepto operativo en sistemas distintos pese
a las diferencias horarias entre ciudades. No obstante, los cortes nitidos produ-
cen discontinuidades artificiales y dificultan la captura de comportamientos que
“viven” en la frontera entre dos conceptos.

3. Propuesta: intervalos seméanticos difusos

3.1. Definicién formal

Reformulamos cada concepto ¢, € C como un conjunto difuso ¢, sobre el
dominio temporal con funcién de pertenencia ! : [0,24) — [0, 1], especifica de
cada sistema i. Adoptamos la condiciéon de particion difusa de Ruspini [5]

m

S ity =1 Vtelo,24), (1)
n=1

que preserva la interpretacion de los grados de pertenencia como pesos normali-
zados y recupera la particién crisp como caso limite cuando cada p, degenera
en la funcion indicadora del intervalo correspondiente. Para mantener la inter-
pretabilidad, modelamos cada ;. mediante una funciéon trapezoidal definida por
cuatro pardmetros (al,bl,c,, d) con af, < bl < <di:

mn)rn n’

pi(t) :méX{O, ml’n{ t_a"i 1 dy —t }}, (2)

i L R |
bn ap, dn Cn,

imponiendo d¢, = b, 1y ¢t = a, 41 entre conjuntos vecinos para satisfacer (1)
por construccién.
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3.2. Aprendizaje de las funciones de pertenencia

Frente al ajuste manual del enfoque crisp, los parametros se estiman auto-
maticamente a partir de la curva tipo D%(t) = Med,y Di(t). El procedimiento,
desatendido y reproducible, consta de cuatro pasos: (1) suavizado de D%(t) por
estimacion de niicleos (KDE [6]) con ancho de banda por validaciéon cruzada;
(2) deteccion de maximos locales, cuyos entornos anclan los niicleos b, y ci,
(donde 1, = 1) correspondientes a los picos conceptuales de trabajo y almuerzo;
(3) deteccion de minimos locales, que delimitan las transiciones noche — trabajo,
trabajo — manana, manana — almuerzo y almuerzo — tarde;y (4) cierre por Rus-
pini, fijando af, y di, con el solapamiento necesario entre conjuntos vecinos. El
método permite incorporar nuevos sistemas sin reajuste manual.

3.3. Agregacion difusa y compatibilidad con el pipeline existente

La generalizaciéon natural de la agregacion crisp es la mediana ponderada
difusa. Sean {D(tx)}}_, los valores horarios de demanda en un dia y wyj =
wl(ty) sus grados de pertenencia al intervalo n. Definimos la demanda difusa
agregada como

D,; = Medy, {D*(tx)},_,, (3)

donde Med,, es la mediana ponderada (el valor que separa la masa total de pe-
sos en dos mitades). Esta definicién conserva la robustez frente a anomalias del
enfoque crisp y degrada de forma suave los valores cercanos a las fronteras, eli-
minando los saltos artificiales introducidos por los cortes nitidos. Como el vector
D% = (D{”7,...,D}7) asociado a la estacién j del sistema i tiene la misma
dimensionalidad que su contraparte crisp, todo el pipeline posterior de Pearclus-
tering —matriz de correlaciones, agregacion de bicicletas tomadas y devueltas,
e inferencia sobre sistemas no vistos— se mantiene sin modificacion.

4. Diseno experimental en curso

Datos y comparativa. Replicamos el banco de pruebas de [3]: entrenamiento
sobre los sistemas de Sevilla, Lyon y Dublin; validaciéon sobre Valencia, Bruselas
y Amiens. El histérico cubre un afio completo de informacién extraida del proceso
ETL multi-sistema descrito en [2]. Se contrastara el enfoque difuso frente al crisp
a tres niveles: (i) estabilidad de las funciones de pertenencia aprendidas frente a
la sensibilidad observada en la eleccion manual; (ii) calidad del clustering medida
mediante el coeficiente de silueta sobre la matriz de correlaciones de Pearson; y
(iii) coherencia geografica de las etiquetas inferidas en los sistemas de validacion,
evaluada mediante contraste GIS con capas de oficinas, ocio y areas residenciales.

Solapamiento conceptual como subproducto. La naturaleza difusa de la represen-
tacion permite definir el grado de solapamiento conceptual entre los conjuntos
difusos ¢, y ¢, como

24
Qi = / mind i (), i, (1)) dt, (4)
0
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indicador novedoso de la borrosidad cultural del sistema. La hip6tesis preliminar
es que las ciudades con horarios sociolaborales rigidos (p. ej. Dublin) presentaran
valores ‘Qé,n’ menores que las de horario flexible (p.ej. Sevilla), lo que propor-
cionaria una caracterizacion cuantitativa de la huella horaria de cada sistema.

5. Conclusiones y trabajo futuro

Hemos presentado una reformulacion difusa de los intervalos seméanticos para
la identificacion interoperable de patrones diarios en BSS. La propuesta susti-
tuye las fronteras nitidas por funciones de pertenencia trapezoidales aprendidas
automaticamente de la curva tipo, eliminando la subjetividad del ajuste manual,
proporcionando una agregacion de la demanda més fiel a su caracter gradual y
aportando, sin coste adicional, un indicador cuantitativo de la borrosidad horaria
del sistema.

Las lineas inmediatas de continuacion incluyen: (i) la extension natural a un
Fuzzy C-Means [7] con distancia de Pearson, sustituyendo la asignacion dura de
clusters por una pertenencia gradual; (ii) la integracion de las demandas difusas
ETZL como variables lingiifsticas en un sistema Mamdani de predicciéon a medio
plazo; y (iii) la formulacién de la transferencia entre sistemas como morfismos
entre reticulos difusos en el marco del Analisis Formal de Conceptos Fuzzy [8],
conectando este trabajo con la linea de semdntica emergente desarrollada por
los autores.
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Abstract. El aumento de la disponibilidad digital de datos ha provocado una
mayor y mas efectiva utilizacién de sistemas de aprendizaje automatico en mul-
titud de sectores. Este uso conlleva varios problemas, entre ellos la privacidad de
los datos que se utilizan y la capacidad de comprender el funcionamiento interno
del sistema. El aprendizaje federado trata el problema de la privacidad medi-
ante la capacidad de combinar modelos aprendidos en distintos nodos sin llegar
a compartir los datos, mientras que sistemas como los basados en légica difusa
producen modelos facilmente comprensibles para el ser humano. Este trabajo
propone un método para combinar las bases de reglas de los distintos clientes de
un sistema federado basado en reglas difusas para tratar problemas de regresion.
Este sistema evita compartir los datos y produce un sistema explicable basado en
reglas difusas.

Keywords: Inteligencia Artificial Explicable - Aprendizaje Federado - Légica
Difusa.

1 Introduccion

El aumento de la disponibilidad digital de datos ha provocado una mayor y més efectiva
utilizacion de sistemas de aprendizaje automdtico en multitud de sectores. Este uso
conlleva varios problemas, entre ellos la privacidad de los datos que se utilizan[6] y la
capacidad de comprender el funcionamiento interno del sistema[3].

El aprendizaje federado propuesto por McMahan [5] busca abordar diferentes prob-
lemas, como son la transmisién de grandes volimenes de datos, la necesidad de re-
querir gran capacidad de computo o la privacidad de los datos. Mediante el aprendizaje
de modelos parciales en cada uno de los clientes que participan en la federacién, en
lugar de enviar todos los datos al punto central solamente se envian los pardmetros
que aprende el modelo, de esta manera se reduce el volumen de datos a transmitir y
se aumenta la privacidad del sistema. Asi mismo, cada cliente necesita de una menor
capacidad de computo al tratar solamente sus datos.

Gran parte del crecimiento de los sistemas de aprendizaje automético se ha dado
gracias a las redes neuronales profundas. Estas redes, a pesar de su capacidad de pro-
ducir buenos resultados, no permiten conocer con facilidad el proceso por el que pro-
ducen un resultado, por esto se llaman sistemas de caja negra[1]. Estos sistemas no son
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adecuados en muchos sectores, como el sanitario o el financiero, sectores en los que se
requiere conocer las razones por las que se toma una decision o se llega a un resultado.
Entre los sistemas explicables se encuentran los basados en 16gica difusa los cuales
producen modelos basados en reglas facilmente comprensibles para el ser humano[2].
Este trabajo combina los dos conceptos anteriores con el objetivo de producir un
sistema federado explicable basado en reglas difusas para tratar problemas de regresion.

2 Sistemas federados difusos

En este trabajo utilizamos el modelo propuesto por Mamdani y Assilian [4]. En estos
sistemas, las reglas presentan los antecedentes y consecuentes como conjuntos difusos,
de tal forma que siguen la siguiente estructura:

R;j: SixjesAjiy ... yx,esAj entoncesy,es B;

Donde R; es la etiqueta de la regla j-ésima, Aji,...,A,,B; son los conjuntos difu-
sos y X = (x1,...,x,) son las variables de entrada.

El aprendizaje federado aplicado a sistemas de 16gica difusa presenta una gran difer-
encia respecto a los enfoques tradicionales basados en redes neuronales. Mientras que
en las redes neuronales la agregacion consiste en la combinacién numérica de pesos
(parametros), en los sistemas basados en reglas difusas el desafio radica en la fusién
semantica de bases de conocimientos heterogéneas.

Dado que cada cliente desarrolla sus reglas de forma independiente, el modelo
global debe integrar estos conocimientos preservando tanto la coherencia 16gica como
la interpretabilidad del sistema. En este contexto, la agregacion no constituye una sim-
ple operacién aritmética, sino una fase critica donde deben resolverse redundancias y
contradicciones latentes que, de no ser gestionadas, comprometerian la capacidad ex-
plicativa y la fiabilidad del modelo.

3 Metodologia

Técnicas de agregacion de reglas Para poder tener criterio en las estrategias de agre-
gacién, hemos asignado a cada regla un grado de certeza (CF;) que cuantifica su fi-
abilidad basada en la evidencia de los datos. Este valor se calcula determinando el
grado de activacién minimo de los antecedentes de la regla para cada ejemplo de en-
trenamiento y seleccionando, posteriormente, el mdximo de dichos valores: CFj =
maxy (min; ;i (x;)). Este pardmetro puede utilizarse en las estrategias de filtrado, ya
que permite al servidor tomar decisiones priorizando la regla que cuenta con un mayor
respaldo en los datos locales de los clientes.

Para tratar la combinacién de bases de reglas, se han implementado y comparado
tres estrategias de agregacion, disefiadas para depurar y optimizar la base de reglas
global:

— Sin filtrado: Se mantiene la totalidad de las reglas generadas, sirviendo como es-
cenario de referencia.

74-



Libro de resiimenes del XXIV Congreso Esparfiol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy — ESTYLF 2026, 11-13 de noviembre de 2026, Jaén

— Eliminacion de duplicados y contradicciones: Se eliminan las reglas duplicadas
y las que son contradictorias.

— Eliminacion de duplicados y contradicciones con grado de certeza: Se eliminan
las reglas duplicadas y las que son contradictorias que tienen un menor grado de
certeza, conservando las de mayor valor.

Estrategia de evaluacion del modelo Evaluaremos el modelo bajo dos perspectivas:

— Personalizada (FP): Evalta el modelo en cada cliente utilizando los datos locales
de cada cliente.

— Global (FG): Evaltia el modelo frente al conjunto de test global, formado por los
conjuntos de test de todos los clientes, midiendo la capacidad de generalizacién
final de todo el sistema federado.

Dataset Parala validacion del sistema, se ha utilizado el dataset Combined Cycle Power
Plant[8,7], orientado a la prediccion de la produccién neta de energia eléctrica de una
central térmica en funcién de variables ambientales. El conjunto de datos consta de
9.568 mediciones y cuatro variables de entrada.

Meétricas de evaluacion Para evaluar la calidad predictiva se emplean el coeficiente de
determinacién (R?), que mide la bondad de ajuste del modelo, y el error absoluto medio
(MAE), que cuantifica la magnitud del error en las unidades de la variable objetivo.

4 Resultados y Conclusiones

Table 1. Resultados por Método de Filtrado: R2-SCORE y MAE por Modelo

R2-SCORE MAE
Filtrado FP FG FP FG
sin filtrado 03679 03707 103058  10.3058
Eliminacion 305 03700 117311 117311
contradlccmnes
Agregacion

0.7955 0.7966 7.1201 7.1141
grado certeza

Tal y como se observa en la Tabla 1, la estrategia de agregacion es determinante
para el rendimiento del sistema. Podemos concluir:
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Importancia del grado de certeza: Los resultados evidencian que el rendimiento es
peor tanto en el escenario sin filtrado como en la eliminacion de duplicidades y con-
tradicciones simple, lo que sugiere que la depuracién indiscriminada de reglas degrada
la capacidad predictiva al desechar informacidn valiosa. Frente a esto, la incorporacién
del grado de certeza permite una mejora en el rendimiento al cuantificar la fiabilidad de
cada regla mediante la evidencia en los datos.

Evaluacion personalizada y global: La ausencia de diferencias significativas entre
los modelos evaluados de forma personalizada (FP) y los evaluados globalmente (FG)
puede deberse a que la distribucién de los datos de este dataset especifico entre los
clientes sea homogénea. En este caso, también puede observarse que el sistema no
pierde capacidad al generalizar.

Lineas futuras: El trabajo tiene que continuar evaluando mas alternativas de agre-
gacién y comparando con otros modelos equivalentes del estado del arte. También es
necesario el andlisis de mds datasets con diferentes caracteristicas de distribucion de
datos.

Acknowledgments. Este trabajo ha sido posible gracias al proyecto PID2022-136627NB-100
financiado por MCIN/AEI/10.13039/501100011033/FEDER, UE.
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Abstract. La fusion de caracteristicas es un requisito habitual de las re-
des neuronales modernas, que a menudo requieren reducir caracteristicas
redundantes o combinar miltiples representaciones internas en una sola.
En la mayoria de arquitecturas este problema se aborda mediante trans-
formaciones afines entrenables, lo que incrementa su ya elevado ntamero
de parametros. Nuestra hipotesis es que funciones de agregacién con
pocos parametros pueden reemplazar estas operaciones de fusion, dando
lugar a modelos més ligeros pero igualmente eficaces. En particular, en
la arquitectura ResNeXt sustituimos la etapa de fusion de caminos de
sus bloques convolucionales por una funcién de agregacion seguida de
un operador de convolucién ligero como proyeccion final. Nuestros resul-
tados preliminares indican que esta construcciéon resulta competitiva en
conjuntos de datos de tamano reducido pese a reducir notablemente el
nimero de parametros del modelo.

Keywords: Redes Neuronales Convolucionales - Redes multi-rama -
Funciones de agregacion.

1 Motivacion

Las Redes Neuronales Convolucionales (CNNs) siguen siendo una familia dom-
inante en visién artificial, especialmente atractiva en escenarios con recursos
limitados gracias a sus sesgos inductivos y su eficiencia. No obstante, el elevado
nimero de parametros y el consumo de memoria y computo de los modelos ac-
tuales dificultan su despliegue en hardware limitado y restringen su escalabilidad.
Dentro de estas arquitecturas son frecuentes las operaciones de fusién de in-
formacion. Clasicamente se realizaban mediante funciones sencillas y sin paramet-
ros, como operadores de pooling para la reducciéon espacial o global average pool-
ing antes del clasificador final [5]. Con el tiempo, muchas se han sustituido por
alternativas parametrizadas (p. ej. convoluciones con stride = 2 en lugar de
capas de pooling, o transformaciones afines aprendibles para reducir la dimen-
sionalidad de los mapas de caracteristica. Estos operadores mejoran la precision
a costa de introducir parametros adicionales en los puntos de fusion de la red.
Un ejemplo representativo es la arquitectura ResNeXt [6], que reformula el
bloque residual de ResNet [3] sustituyendo su tinico camino por k caminos par-
alelos de menor complejidad, cada uno con un niimero reducido de canales Cj},
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(k es la “cardinalidad” del bloque). Los canales de salida de todos los caminos
se concatenan y se procesan mediante una tultima convolucién 1 x 1 hasta los
C, canales deseados, fusionandolos y transformandolos de forma implicita y si-
multanea (Figura 1.a).

En este trabajo proponemos invertir el orden de las operaciones: agregar
primero los k caminos elemento a elemento y aplicar después una tnica con-
voluciéon 1 x 1, reduciendo los pardmetros de esa proyeccién en un factor de
k.

En esta propuesta inicial hemos considerado funciones entrenables pero lig-
eras procedentes de la teoria de la agregacion, como las medias ponderadas y los
operadores de media ponderada ordenada (Ordered Weighted Averaging, OWA)
[7]. Nuestra hipotesis es que esta fusion basada en agregacion puede recuperar
gran parte de la capacidad representacional de la proyeccién parametrizada con
una fraccion de su coste. Nuestros resultados preliminares parecen apoyar esta
hipétesis al trabajar con conjuntos de datos reducidos.

2 Metodologia

2.1 Fusion de caminos basada en agregacion

Una unidad bottleneck de ResNeXt est4 compuesta por tres convoluciones: una
1 x 1 que reduce la entrada a una anchura de k- C', canales, una 3 x 3 que procesa
los k caminos paralelos de anchura C}, cada uno, y una tultima 1 x 1 que fusiona
los caminos y los proyecta a C, canales de salida. Cada convolucion va seguida
de una capa de batch normalization y ReLU, con una conexién residual antes
de la activacién final. Nuestra modificacion afecta a la tltima convoluciéon 1 x 1,
que combina los k& caminos.

Sean xi,...,x; € ROHXW a5 salidas de los caminos. El bloque estandar
las combina mediante una tnica convolucion 1 x 1 W € R%*#Cr sobre los
canales concatenados, lo que equivale a una suma de k proyecciones independi-
entes por camino:

k
y=Whieex] =Y Wx, M
j=1

donde @ es la concatenacion de canales y W; € RE*Cr es el j-ésimo bloque de
W. Esta proyecciéon requiere k - C, - C, pardmetros. En su lugar, proponemos
agregar los caminos elemento a elemento mediante funciones de agregacion (a, b)
[1] A : [a,b]* — [a,b], con a,b € R, a lo largo de la dimensién de cardinalidad,
antes de aplicar una tnica proyeccién compartida W' € R > (Figura 1.b):

y = WA(x,...,Xk), (2)

donde A representa la aplicacion elemento a elemento de A por canal y por
posicion espacial entre los distintos caminos. La proyeccion requiere ahora Cj, -C,
parametros, una reducciéon de factor k en esta proyeccion.
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(a) ResNeXt block (b) AggResNeXt block
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Fig. 1. Bloque ResNeXt (a) frente a nuestro bloque AggResNeXt (b). Sustituimos la
convolucién 1 x 1 de fusién por una agregacion elemento a elemento sobre los caminos
seguida de una proyeccion de dimensionalidad reducida, lo que reduce los parametros
de fusion en un factor de k.

En este trabajo preliminar hemos estudiado tres funciones de agregacion
(a,b) para A: la media aritmética AM(x) = >, 2;; una media ponderada
WM(x) = >, wiz; (wy >0, 3, w; =1); y un OWA OWA(x) = 3, 0i s (i)

donde x, denota la permutaciéon decreciente de x.

2.2 Configuracién experimental

Evaluamos nuestra propuesta sobre CIFAR-10, CIFAR-100 [4] y Caltech-101
[2], con particiones 80/20. Las imagenes se redimensionan a 32 x 32 y, en en-
trenamiento, aplicamos como data augmentation un rellenado con ceros de 4
pixeles, un recorte aleatorio de 32 x 32 y un volteo horizontal aleatorio.

Todos los modelos comparten un backbone reducido de tipo ResNet/ResNeXt
para entradas de 32 x 32: una convolucién 3 X 3 inicial, tres etapas de 3,4 y 6
unidades bottleneck con expansion 4, y una capa de GAP con clasificador lineal.
Comparamos ResNet (unidades bottleneck de un solo camino), ResNeXt [6]
(cardinalidad 32 y anchuras 4, 8 y 16 en sus tres etapas) y AggResNeXt,
nuestra propuesta con distintas funciones de agregacion (a, b).

Entrenamos 5 ejecuciones independientes por combinaciéon de modelo y con-
junto de datos, y reportamos la precisiéon en test como media + desviacién tipica.
Optimizamos mediante Descenso de Gradiente Estocastico durante 90 épocas,
con la tasa de aprendizaje reducida por Cosine Annealing desde 0.0001 hasta 0.

3 Resultados parciales

La Tabla 1 recoge la tasa de acierto media en test. Pese a usar un 43% menos
de parametros, las variantes basadas en agregaciéon se mantienen competitivas
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Table 1. Tasa de acierto media en test (£ desviacién tipica) en los distintos conjuntos
de datos.

Modelo CIFARI10 CIFAR100 CALTECHI101

ResNet 0.9247 £ 0.0071 0.7323 £ 0.0057 0.5877 £ 0.0304
ResNeXt 0.9378 + 0.0024 0.7379 £+ 0.0126 0.6455 £ 0.0190
AM 0.9246 £ 0.0035 0.6958 + 0.0067 0.6217 £+ 0.0297
WM 0.9233 £ 0.0017 0.6905 £ 0.0053 0.6535 4= 0.0194
OWA 0.9202 + 0.0025 0.6924 £ 0.0050 0.6590 £ 0.0186

frente a ResNeXt en el conjunto mas sencillo, CIFAR-10, y superan claramente
a ResNet en Caltech-101, donde los operadores entrenables (media ponderada
y OWA) igualan a ResNeXt. En CIFAR-100, el mas dificil, nuestra propuesta
resulta menos favorable, unos pocos puntos por debajo de ambas lineas base.

De ello extraemos dos conclusiones. Primero, el coste de la reducciéon de
parametros crece con la dificultad de la tarea. Segundo, en el régimen de pocos
datos de Caltech-101 la agregacion resulta ventajosa, lo que sugiere un beneficio
frente al overfitting. Estas observaciones respaldan nuestra hipotesis y motivan
un estudio futuro sobre otras cardinalidades y funciones de agregacion.
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100 financiado por MCIN/AEI/10.13039,/501100011033/FEDER, UE.
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Abstract. En ese articulo se propone MPEGAS, un framework para
fomentar el consenso en la toma de decisiones multi-criterio lingiiistica.
El framework unifica evaluaciones con formatos heterogéneos, identifica
discrepancias entre expertos y genera peticiones de cambio en lenguaje
natural. Un caso de estudio muestra como MPEGAS mejora progresiva-
mente el consenso grupal minimizando el esfuerzo de los expertos.

Keywords: Toma de Decisiones en Grupo - Proceso de Alcance del
Consenso - TA Explicable - Semanticas Individuales Personalizadas

1 Introduccion

Los procesos de toma de decisiones en grupo (Group Decision Making, GDM)
en entornos multi-criterio requieren mecanismos capaces de alinear las posturas
de los expertos y alcanzar un consenso representativo [1]. Cuando los expertos
expresan sus evaluaciones mediante informacion lingiiistica, la interpretacion
puede variar segin su nivel de experiencia e incertidumbre y su rol profesional.
Aunque los modelos basados en semanticas individuales personalizadas (PIS)
permiten unificar informacion heterogénea [3], todavia persisten limitaciones en
el proceso de consenso. Este articulo aborda los siguientes desafios clave en GDM:

1. Heterogeneidad cognitiva y profesional: los expertos pueden emplear distin-
tos formatos de evaluacion lingiiistica y asignar diferente importancia a los
criterios segin su perfil, lo que dificulta la agregaciéon de sus evaluaciones.

2. Falta de explicabilidad natural: las discrepancias entre evaluaciones individ-
uales y colectivas deben traducirse en argumentos comprensibles que justi-
fiquen las recomendaciones de cambio y fomenten el consenso [4].

3. Resistencia psicologica al cambio: las recomendaciones de ajuste pueden ser
rechazadas si afectan a criterios considerados relevantes por el experto o si
el experto desconoce el efecto de sus evaluaciones frente al grupo.

Este articulo aborda los desafios indicados proponiendo el marco de trabajo
o framework MPEGAS (Minimized Psychological Effort via Gap-Analysis Se-
mantic Group Decision Making). Dicho framework se presenta en la Seccion 2 y
se aplica a un problema de GDM multi-criterio lingiiistico en la Seccién 3.
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2 Metodologia propuesta

MPEGAS es un framework disenado para fomentar el consenso en GDM multi-
criterio lingiiistico, que identifica las discrepancias més relevantes entre expertos
y genera peticiones de ajuste explicables que fomentan el acuerdo con el min-
imo esfuerzo psicolégico posible. Esta compuesto por tres fases fundamentales:
1) modulo unificador de evaluaciones lingiiisticas heterogéneas y pesos de crite-
rios subjetivos, 2) motor analitico de explicabilidad basado en analisis de brechas,
3) mecanismo de realimentacion orientado al minimo esfuerzo psicologico.

2.1 Moédulo Unificador de Evaluaciones y Criterios Subjetivos

Esta fase tiene por objetivo resolver dos principales fuentes de heterogeneidad:
la variabilidad en los formatos de representacion de las evaluaciones lingiiisticas
por parte de los expertos (derivada de su nivel de experiencia e incertidumbre)
y la discrepancia en la importancia que cada experto otorga a los criterios de
evaluacion (derivada de su perfil o rol profesional).

Sea un conjunto de expertos E = {eq, ..., e}, alternativas X = {z1,...,z,},
criterios C' = {1, ..., ¢q} y un conjunto de términos lingiiisticos S = {sg,...,s4}
para la evaluacion. Se permite evaluar mediante etiquetas lingiiisticas simples, de
intervalo o distribuidas. Cada ey, establece un vector de pesos sobre los criterios,
WF = (wg1, ..., wgy) tal que 23:1 wg; = 1, que captura el sesgo de su rol (p.
ej., un perfil financiero priorizara criterios de costes frente a los de seguridad).

Las evaluaciones heterogéneas se unifican basandose en el modelo PIS [3].
Mediante una funcién de escala numérica adaptada a cada formato de evaluacion,
se construye para cada experto e; una matriz P* = (pfj)nxq7 donde pfj € [0,1]
representa la evaluaciéon numérica de la alternativa xz; bajo el criterio c;. Se
calcula la matriz colectiva P¢ = (pf;)nx, mediante la media ponderada de las
preferencias individuales y el peso de cada experto «y siendo kazl a = 1.

Se modela el esfuerzo psicologico que supone el cambio en la evaluacion de
un criterio ¢; para un experto e; definiendo el indice de resistencia al cambio
IRC = (irckj)mxq- Inspirados por la Teoria de las Perspectivas [2], el framework
reconoce que la resistencia psicolégica es asimétrica: un experto tiene mayor aver-
sion a perder influencia sobre un criterio frente a ganarla. Este comportamiento
se modela mediante una funciéon por tramos en base a W* y los pesos colec-
tivos. Finalmente, este indice se proyecta mediante una funcién exponencial en
un matriz de disposicion al cambio, DC = (dcg;)mxq, donde valores cercanos a 1
identifican los criterios de menor coste psicologico de cambio para cada experto.

2.2 Motor Analitico de Explicabilidad

Esta fase tiene por objetivo evaluar la cohesiéon del grupo y diagnosticar la raiz
fundamental de las discrepancias mediante el analisis de brechas.
Se construye una matriz de brechas individuales B* = (bfj)nxq siendo bfj =

pfj — pj;, para cada experto, donde el valor \bfj| € [0,1] mide el desacuerdo y
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su signo determina la direcciéon de la desviacién. Seguidamente, se establece el
indice de consenso del grupo CIG € [0,1] mediante la media ponderada, del
complemento de la distancia media de las brechas de los expertos, en base a los
pesos de los expertos. Si el consenso del grupo no alcanza un umbral establecido
(CI® < v € ]0,1]) es necesario modificar alguna evaluacién de los expertos. En
ese caso, el framework identifica automéaticamente los cambios mas viables. Para
ello, genera la matriz de oportunidad de consenso para cada experto, OC* =
(ocfj)nxq, siendo ocfj = |b§j| - dcy;j. Este indice prioriza aquellos elementos de
evaluacién con amplio margen de mejora y con alta disposiciéon al cambio.

2.3 Mecanismo de Realimentacion

Esta fase tiene por objetivo generar recomendaciones de cambio personalizadas
y argumentadas en lenguaje natural cuando el consenso colectivo es insuficiente.

El framework identifica la tripleta experto-alternativa-criterio que maximiza
el consenso a la vez que requiere el menor esfuerzo psicologico de cambio me-
diante (eg+,x;+,c;+) = arg max ;. ;) (ocfj). A continuacién, se traducen los fac-
tores analiticos de cambio en una propuesta lingiiistica facilmente comprensible
para el experto seleccionado. Aprovechando la retranslaciéon en el modelo PIS, el
framework calcula la etiqueta 6ptima s* € S que minimiza la distancia semantica
con el valor colectivo pf. ;.. Finalmente, esta etiqueta se integra en un mensaje
explicativo mediante reglas de inferencia que evaltan el signo de la brecha y el
indice de resistencia al cambio del experto.

Este enfoque garantiza que los expertos modifiquen voluntariamente evalua-
ciones que consideran menos significativas, reduciendo sus resistencias psicolog-
icas al cambio y acelerando la convergencia del proceso.

3 Caso de estudio

Para ilustrar el potencial del framework MPEGAS, se resuelve un problema
GDM con tres expertos, tres alternativas, tres criterios y el conjunto de términos
lingiiisticos S = {sp = Muy Bajo,s; = Bajo,sy = Medio,s3 = Alto,sq4 =
Muy Alto}. Las evaluaciones de los expertos se muestran en la Figura 1. Ademas,
los expertos establecen Wy = (0.40,0.10,0.50), W5 = (0.30,0.30,0.40) y W3 =
(0.30,0.50,0.20). El umbral de consenso necesario establecido es v = 0.93.

er. | @ ca c3 ez |« c2 c3
1 S3 S2 S1 1 [s2,54] [s2, s2] [s1,51]
z2 52 50 ED) T2 (53, s3] [s1, 53] [s2, s2]
x3 s2 53 s2 x3 [s2, 2] [s2, s2] [s1, 53]
€3 ‘ C1 Cc2 Cc3

T (s2,0.2), (s3,0.8) (s1,0.2), (s2,0.8) (s2,0.2), (s3,0.8)
xr2 (53,0.7),(34,0.3) (32,0.9),(83,0.1) (82,048),(83,0.2)
x3 (51,0.2), (s2,0.8) (s2,1.0) (52,0.7), (s3,0.3)

Fig. 1. Matrices de evaluacion proporcionadas por los expertos.
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El framework genera tres rondas iterativas para alcanzar el consenso deseado.
En la primera, ClIg = 0.912 y se identifica la maxima oportunidad de consenso
en el experto e;. En la segunda ronda, C'Ig = 0.929 y se identifica la oportunidad
de consenso en es. MPEGAS emite peticiones explicativas de cambio como se
muestra en la Figura 2. Tras aceptar ambos expertos el cambio, en la tercera
ronda se alcanza el consenso deseado ya que Clg = 0.943. Se da por concluido
el proceso y se genera el ranking final de las alternativas Xo > X3 > Xj.

M) e M)
Ronda 1: Retroalimentacion para e; Ronda 2: Retroalimentacion para es3

Estimado experto e1, le sugerimos aumentar Estimado experto ez, le sugerimos disminuir

su evaluacion para la alternativa xo bajo el su evaluacion para la alternativa x1 bajo el

criterio ¢z, aproximdndose a s1 (Bajo). Tu criterio cs, aproximdndose a sz (Medio). Tu
evaluacion actual es so (Muy Bago). evaluacion actual es (s2,0.2) y (s3,0.8).

Motivo: Se ha realizado un balance entre Motivo: Se ha realizado un balance entre

discrepancia de los expertos y menor impacto discrepancia de los expertos y menor impacto

en su perfil. Usted es el candidato 6ptimo: en su perfil. Usted es el candidato 6ptimo:

1) Discrepancia: su desviacion respecto a la 1) Discrepancia: su desviacion respecto a la
tendencia colectiva es 0.34, frente a 0.17 tendencia colectiva es 0.30, frente a 0.15
en media del resto de expertos. en media del resto de expertos.

2) Impacto personal: para su perfil, el 2) Impacto personal: para su perfil, el
criterio co tiene peso 0.10, frente a 0.40 criterio cs tiene peso 0.20, frente a 0.45
de relevancia media para el resto. de relevancia media para el resto.

Al fusionar ambos factores, modificar su pos- Al fusionar ambos factores, modificar su pos-

tura es la accidon que menos esfuerzo psi- tura es la accién que menos esfuerzo psi-

colégico genera en todo el grupo y la que colégico genera en todo el grupo y la que

méas favorece el proceso de decisién. més favorece el proceso de decisién.

Ventajas del cambio: Ventajas del cambio:

— Consenso grupal actual: 0.912. — Consenso grupal actual: 0.929.

L~ Incremento del consenso: 1.216%. R Incremento del consenso: 1.081%. )

Fig. 2. Mensajes explicativos generados por MPEGAS y enviados a los expertos.
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