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Resumen Este articulo se centra en los sistemas de inferencia difusos
basados en la f-inclusién, que es un operador que mide la inclusién en-
tre conjuntos difusos a través de una aplicacién en el intervalo unidad.
El objetivo principal de este articulo es el estudio de la propiedad de
monotonia, desde una perspectiva logica, de dicho sistema.
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1. Introduccion

Los sistemas que hacen uso de reglas difusas para realizar inferencias son
una herramienta cominmente usada en el &mbito del razonamiento aproximado.
Estos sistemas se emplean en areas de la ciencia y la ingenierfa en las que es
habitual que la informacion esté sujeta a incertidumbre o vaguedad, y se utilizan
para tareas de diagnéstico, prediccion o clasificacién [2,7].

En trabajos previos se ha demostrado la validez del operador de f-inclusiéon
para modelizar un Modus Ponens Generalizado (GMP, por sus siglas en in-
glés) [4]. Esta regla de inferencia suele emplearse como motor de inferencia en
los Sistemas de Inferencia Difusos (FIS) [1]. Méas adelante, en [5] se introduce
la estructura de un sistema de inferencia basado en este operador. Este nuevo
FIS destaca por estar fundamentado en una Légica Descriptiva, la cual emplea
la inclusién como elemento central en los procesos de inferencia [17].

Los FIS basados en la f-inclusiéon presentan similaridades con los llamados
Sistemas de Inferencia Relacionales (RIS), los cuales hacen uso de la Regla Com-
posicional de Inferencia (CRI) para generar salidas. Un ejemplo conocido de RIS
es el propuesto por Mamdani [13], pero existen muchos otros trabajos en la bi-
bliografia sobre estos sistemas [3,15]. La principal diferencia que presenta nuestro
sistema con los RIS consiste en el uso de la f-inclusién en lugar de la CRI para
modelar el motor de inferencia. No obstante, en [9] se estudia la relacién entre



este primer operador con los pares residuados, a través de los cuales suele mo-
delarse la regla composicional de inferencia [14,18], estableciendo una conexién
entre esta regla y la f-inclusion.

El propésito de este trabajo consiste en extender el estudio, ya iniciado en [5],
de las propiedades del FIS basado en la f-inclusién desde el punto de vista de los
sistemas légico formales. En concreto, se estudia la propiedad de monotonia del
sistema, que garantiza la preservacién de las consecuencias al incluir informacion
nueva en la base de reglas que lo compone.

A continuacién, se presenta la estructura del trabajo. En la Seccién 2, re-
cordamos el conjunto de aplicaciones que actiian como indices de inclusién e
introducimos la estructura de un sistema de inferencia difuso basado en la f-
inclusion. En la Seccién 3, introducimos el conjunto de consecuencias en nuestro
FIS y proporcionamos algunas propiedades sobre su estructura. Posteriormen-
te, presentamos resultados novedosos sobre el comportamiento del conjunto de
consecuencias bajo modificaciones de las condiciones iniciales. Finalmente, en
la Seccién 4 presentamos las conclusiones de este trabajo y algunos trabajos
futuros.

2. Sistemas de Inferencia Difusos Basados en la
f-inclusion

Un sistema de inferencia difuso es un mecanismo que permite obtener infor-
macién nueva en un entorno de incertidumbre a partir de una serie de reglas y
de unos datos de entrada. A pesar de las diferencias existentes entre los diver-
sos FIS presentados en la literatura, todos poseen una estructura comun que se
puede dividir en cuatro pasos.

= En primer lugar, se toman los datos de entrada y, mediante un proceso
de fuzzificacion, se transforman en un conjunto difuso. Generalmente, este
proceso utiliza particiones difusas sobre el conjunto de datos de entrada.

= Por otro lado, el sistema posee una base de conocimiento compuesta por
una serie de reglas difusas, las cuales condensan informacién proporcionada
previamente por un conjunto de expertos.

= En tercer lugar, el motor de inferencia hace uso de las reglas de la base de
conocimiento y de la entrada fuzzificada para obtener un conjunto difuso de
salida.

= Por ultimo, se puede aplicar un proceso opcional de defuzzificacion que trans-
forma el conjunto difuso de salida en un dato interpretable.

En esta seccién se presenta el marco en el que se desarrollan los sistemas de
inferencia difusos basados en la f-inclusién, asi como la base de conocimiento y
el motor de inferencia del sistema. Los procesos de fuzzificacion y defuzzificacion

se omiten en este articulo, dado que estan sujetos al contexto practico en el que
se hace uso del FIS.



2.1. f-inclusiéon entre Conjuntos Difusos

Antes de comenzar con la introduccion del sistema, definiremos el concepto
principal en torno al cual se desarrolla: la nocién de f-inclusién. Este concepto
es la base de las reglas difusas que componen la base de conocimiento.

El concepto de f-inclusién aparece por primera vez en [11] con el objetivo
de generalizar el concepto de inclusién en el ambiente difuso. Este se diferencia
de otras medidas de inclusiéon en que no representa esta nocién a través de un
tnico valor en el intervalo unidad [0, 1], sino mediante una aplicacién definida
de [0,1] en [0,1].

En este trabajo, consideraremos funciones mondtonas que formen parte de
una conexion de Galois y que sean deflaccionarias. Comencemos recordando el
concepto de conexién de Galois.

Definicién 1 ([6]). Sean f, f:[0,1] — [0,1] dos funciones. Se dice que (f, f)
forma una conexiéon de Galois si cumple la siguiente relacion para todo a,b €
[0,1]:

fla)<b siysolosi a< f(b).

En la siguiente definicién concretamos el conjunto de funciones que vamos a
considerar para representar la inclusiéon entre conjuntos difusos.

Definicién 2 ([11]). Se define conjunto de indices de inclusién, denotado por
4, como el conjunto de funciones f: [0,1] — [0, 1] satisfaciendo:

= Monotonia creciente: f(a) < f(b) para todo a,b € [0,1] tales que a < b.

= Deflacion: f(a) < a para todo a € [0,1].

» Continuidad a la izquierda: f (\/ A) =\ ,c4 f(a) para todo A C [0,1].

Observacion. Dado un indice de inclusién f € ¢, siempre existe una aplicacién

f:10,1] — [0,1] tal que (f, f) es una conexién de Galois (ver [6]).

En [10] se demuestra que el conjunto ¢ posee estructura de reticulo com-
pleto, cuyo supremo coincide con el supremo usual de funciones, y que tiene los
siguientes elementos maximo y minimo, respectivamente:

= id(a) = a para todo a € [0, 1];
= 0(a) = 0 para todo a € [0, 1].

A continuacién, se introduce la nocién de f-inclusién restringida a 4.

Definicién 3 ([9]). Sean A, B dos conjuntos difusos sobre un universo U y sea
f €. Decimos que A esté f-incluido en B, denotado por A Cy B, si

f(A(u)) < B(u)

para todo uw € U. Definimos el f-indice de inclusién restringido a & de A en B,
denotado por Incg (A, B), como

Incy(A,B) =sup{f €9 |AC; B}.

4 Se utiliza el adjetivo “restringida” siguiendo la nomenclatura empleada en [9], pues
en la definicién original de f-inclusién no se exige la continuidad izquierda en los
indices de inclusién.



Para reforzar la validez de este operador como medida de inclusién, en [8,12]
se muestra que estd alineado con los axiomas de Sinha-Dougherty [16].

2.2. La Base de Conocimiento

Una vez que hemos introducido la nociéon de f-inclusién, presentamos el
marco y la estructura de las reglas que componen la base de conocimiento. Para
conocer mas detalles sobre la estructura de este SID, el lector puede consultar [5].

Comencemos definiendo el marco en el que se desarrolla el sistema.

Definiciéon 4. Un marco es una tupla (X,Y, Ax,By) donde X eY son conjun-
tos no wvacios, llamados universos, y Ax = {A1,..., A} y By ={B1,...,Bn}
son dos particiones difusas sobre los universos X eY.

Recordemos que una particion difusa sobre un universo U es una familia A
finita de conjuntos difusos tales que para todo u € U existe al menos un conjunto
difuso A € A cumpliendo u € supp(A).

La base de conocimiento determina la relacién entre los miembros de las dos
particiones difusas que componen el marco. Esta relacién se determina a través
de una serie de reglas difusas.

Definicién 5. Una base de conocimiento (KB) sobre un marco (X,Y, Ax, By)
es un conjunto de reglas de la forma

(Ai = Bj 5 fij)s
donde A; € Ax, Bj € By y f,'j €Y.

Obsérvese que una KB puede interpretarse como una relaciéon ¢-difusa que
asigna a cada par de conjuntos difusos A; € Ax y B; € By la aplicacion f;; € ¢
de la regla (A; — B; ;fij). De este modo, toda KB puede representarse de
forma tabular, tal y como se muestra en Tabla 1.

Tabla 1: Representacién relacional de una base de conocimiento.

"5 5 B,
Al fir o fij - fim

A; f“ fij fim

An|lfar -+ fuj oo fam

La sintaxis de nuestro FIS estd determinada directamente por el marco. La
siguiente definicién introduce la seméntica de una base de conocimiento.



Definiciéon 6. Sea I' una KB sobre un marco (X,Y, Ax,By). Se dice que un
conjunto M C X XY es modelo de I' si para toda regla (A; — B, ;fi;) € T’
se cumple

fij(Ai(z)) < B;(y) (1)
para todo (z,y) € M.

El lector puede observar que los modelos de una base de conocimiento son
conjuntos crisp, a pesar de que la informacién se representa mediante conceptos
difusos. En [5] se demuestra que el conjunto de modelos de una base de cono-
cimiento tiene estructura de reticulo completo con la unién e interseccién de
conjuntos.

El modelo maximal de una base de conocimiento I, denotado por Mr, es el
que mas informacién proporciona sobre la interpretacion de las reglas. Cuanto
mayores sean los indices de inclusién que aparecen en las reglas de la KB, habra
menos puntos en el plano X X Y que satisfagan la relacién expresada en la
Ecuacién (1). Esto implica que el modelo maximal Mr contendrd menos valores.
Por el contrario, cuanto menores sean los indices de inclusién de las reglas, mayor
serd el modelo maximal, representando un menor vinculo entre los elementos del
universo X y los del universo Y.

2.3. Entradas y Salidas del Sistema

Tal y como se ha mencionado al inicio esta seccién, tanto las entradas como
las salidas del FIS vienen dadas en forma de conjunto difuso.

Definicién 7. Una entrada sobre un marco (X,Y, Ax,By) es un conjunto di-
fuso en X.

El concepto de entrada se puede extender a conjuntos difusos en Y. No obs-
tante, debido a la estructura del motor de inferencia, solo se utilizaran entradas
en el universo en el que se encuentran los antecedentes de las reglas de la KB.

El concepto de modelo de una base de conocimiento (Definicién 6) se puede
extender a una KB y una entrada trasladandolo al entorno difuso.

Definicién 8. Sean I' una KB y A € F(X) una entrada sobre un marco
(X,Y, Ax,By). Un conjunto difuso M € F(X xY) es modelo de I' U {A}
si supp(M) es un modelo de I' y M(z,y) < A(z) para todo (x,y) € X x Y.

El conjunto de modelos de una KB y de una entrada tiene estructura de
reticulo con el orden estandar entre conjuntos difusos. En este caso, sus elementos
minimo y maximo son, respectivamente, el conjunto vacio y el conjunto difuso
dado, para todo (x,y) € X XY, por

_ [ A(z) si(z,y) € Mr,
Mr a(z,y) = { 0 en otro caso.

La nocién de modelo en nuestro FIS permite introducir el concepto de conse-
cuencia légica dentro de este, tal y como se hace en los sistemas logicos formales.



Definicién 9. Sean I' una KB y A € F(X) una entrada sobre un marco
(X,Y, Ax,By). Se dice que un conjunto difuso B € F(Y) es consecuencia de
I'u {A}, denotado por I' U{A} = B, si todo modelo M de I' U {A} es modelo
de I' U{B}.

2.4. Motor de Inferencia del Sistema

Finalmente, en esta seccién se presenta el mecanismo principal de todo sis-
tema de inferencia difuso: su motor de inferencia. En este caso, se trata de un
Modus Ponens Generalizado basado en el f-indice de inclusién. Recordemos que
el GMP se trata de una regla de inferencia que, de una regla de implicacién y de
una instancia similar al antecedente, se infiere una salida similar al consecuente.

En [4] se presenté la primera modelizacién de esta regla de inferencia a
través del f-indice de inclusién. Sea A € F(X) una entrada sobre un marco
(X,Y, Ax,By) ysea (A; — B; ; fi;) una regla asociada a los conjuntos difusos
A; € Ax y B; € By. EL GMP basado en el f-indice de inclusién aplicado a
esta regla y a A genera un conjunto difuso B;; € F(Y) a través de la siguiente
expresion:

Ai — Bj = .fij
A = Incg (4, 4;) (2)
B;; Incy (A, A;) o fij (Bj)
Notese que la similaridad entre la entrada y el antecedente de la regla se mide
a través del f-indice de inclusién de A en A;. Esta funcién se relaciona con la
funcién f;; que aparece en la regla a través de la composicién de sus respectivas
conexiones de Galois. En [4] se demuestra que esta modelizacién del GMP estd
alineada con los axiomas de Baldwin y Pilsworth para reglas de implicacién [1].
El préximo resultado demuestra que la salida generada por el GMP presen-
tado en la Ecuacién (2) es consecuencia légica de la instancia y de la regla a las
que se aplica.

Teorema 1. Sean I' una base de conocimiento y A € F(X) una entrada sobre
un marco (X,Y, Ax,By). Para toda regla (A; — B; ; fi;) € I', se cumple que

{{4i = B; :fi), A} E Bij,
siendo B;j € F(Y) el conjunto difuso dado, para todo y € Y, por
Bij(y) = Incy (A, A;) o f;(B;(y))-

El motor de inferencia del FIS es el siguiente: dada una entrada A € F(X) y
una KB, la salida del sistema se obtiene calculando la interseccién de todos los
conjuntos obtenidos al aplicar el GMP a la entrada A y a cada una de las reglas
de la base de conocimiento.

El proximo resultado demuestra la validez de las salidas generadas por el
motor de inferencia para una entrada y una base de conocimiento. Es decir,
indica la correctitud del FIS basado en la f-inclusion.



Teorema 2. Sean I' una base de conocimiento y A € F(X) una entrada sobre
un marco (X,Y, Ax,By). El conjunto difuso B € F(Y') dado por

Bly) =, if Incy(4,4)o0 fi;(B;(y))
BL]' EBY7

para todo y €Y, es una consecuencia de I' U {A}, es decir, ' U{A} = B.

3. Propiedad de Monotonia del FIS

En esta seccién se introduce el conjunto de consecuencias de una base de
conocimiento y de una entrada dentro del FIS basado en la f-inclusién y se
demuestra una propiedad relevante sobre la monotonia de este conjunto.

Previamente, se presentan una serie de resultados relacionados con la estruc-
tura algebraica de este conjunto de consecuencias, los cuales fueron estudiados
inicialmente en [5]. M4s adelante, se presenta un método para fusionar la infor-
macion de dos bases de conocimiento dentro de un marco, y se estudia cémo se
modifica el conjunto de consecuencias bajo este fenémeno.

3.1. La Estructura del Conjunto de Consecuencias

Dada una base de conocimiento I" y una entrada A € F(X) sobre un marco
(X,Y, Ax,By), definimos el conjunto de consecuencias de I' U {A} como:

Cra={BeFY)|TI'u{A} E B}.

En el siguiente resultado se muestra que, cuando un conjunto difuso B € F(Y)
pertenece a Cr 4, entonces cualquier otro conjunto difuso que contenga a B
también pertenece a este conjunto.

Proposicién 1 ([5]). Sea I" una KB y sea A € F(X) una entrada sobre el
marco (X,Y, Ax,By). Sean dos conjuntos difusos B, B € F(Y) tales que B C
B'. SiI'U{A} = B, entonces ' U{A} E B'.

Recordemos que el conjunto de modelos de una entrada A y de una KB I’
posee estructura de reticulo acotado. El conjunto Cr 4 hereda esta estructura.

Teorema 3 ([5]). Sea I' una KB y sea A € F(X) una entrada sobre un marco
(X,Y, Ax,By). Sean B, B" € F(Y) dos conjuntos difusos tales que 'U{A} = B
y I'U{A} = B'. Entonces, T U{A} EBNB yI'U{A} = BUB'.

En definitiva, el conjunto de consecuencias de una entrada A y de una base de
conocimiento I" tiene estructura de reticulo completo y, segtin la Proposicién 1,
su elemento méximo es el universo Y. Ademads, si se conoce su elemento minimo,
se puede inferir todo el conjunto Cr 4.



3.2. Fusion de Bases de Conocimiento

Dentro del contexto de los sistemas l6gicos formales, la propiedad de mono-
tonia de un sistema se refiere a que, cuanto mayor es el nimero de axiomas,
mayor es el nimero de teoremas. En el contexto de nuestro sistema de inferen-
cia, esta propiedad puede reformularse en los siguientes términos: la inclusién de
nueva informacién dentro de la base de conocimiento no invalida las conclusiones
previas.

Dentro del marco en el que se desarrolla nuestro FIS, la inclusién de infor-
macion nueva viene dada en forma de nuevas reglas que estan contenidas dentro
de una base de conocimiento.

Cuando se unen dos KBs, los antecedentes y los consecuentes de sus reglas
han de estar definidos respectivamente en los mismos universos; no obstante,
pueden estar definidos para diferentes particiones. Por tanto, al fusionarse, tam-
bién ha de generarse un nuevo marco que incluya todos los conjuntos difusos
involucrados en las reglas.

Definicién 10. Sean (X,Y, Ax,By) y (X,Y,Cx,Dy) dos marcos disjuntos, es
decir, que sus particiones no poseen conjuntos difusos en comun. Sean I' y IT
dos bases de conocimiento definidas en (X,Y, Ax,By) y en (X,Y,Cx, Dy), res-
pectivamente:

I'={(Ai =B, ;fi)|Ai€Ax, B;€By, fijc¥%} y
II'={(Cx - Di ;gm)|Cr€Cx, Di€Dy, guc9}.

La unién de I' y II, denotada por I' U II, consiste en la KB definida sobre el
marco (X,Y, Ax UCx, By UDy) donde la asignaciéon de un indice de inclusion
para cada par de conjuntos difusos en (Ax UCx) x (By UDy), interpretando
KB como una relacion 4-difusa, se realiza bajo los siguientes criterios:

= Cuando el par de conjuntos difusos pertenece a Ax x By, entonces su indice
de inclusion asociado es el que tiene originalmente asignado en I.

= Andlogamente, cuando el par de conjuntos difusos pertenece a Cx X Dy, en-
tonces su indice de inclusion asociado es el que tiene originalmente asignado
en II.

» Si los conjuntos difusos pertenecen a particiones en marcos diferentes (sea
Ax X Dy o Cx x By ), entonces su indice de inclusién asociado es 0.

En el dltimo caso de la Definiciéon 10, se asume que el indice de inclusion
asociado a la regla es 0 pues se desconoce la relacion entre los conjuntos difusos
involucrados, y este indice de inclusiéon es equivalente a no imponer ninguna
restriccion.

Para facilitar la comprension de esta definicion, en la Tabla 2 se muestra la
representacién relacional de la base de conocimiento resultante al unir dos KBs
distintas.

En el siguiente resultado se demuestra que, cuando se fusionan dos bases de
conocimiento en un mismo marco, no solo se conservan los conjuntos de conse-
cuencias anteriores, sino que la interseccién de consecuencias de los diferentes
marcos pertenece al nuevo conjunto de consecuencias.



Tabla 2: Representacién relacional de la fusién de bases de conocimiento segin
los criterios expresados en la Definicién 10. A la izquierda, representacién de dos
KBs I' y II. A la derecha, representacién de la unién I" LI IT.

Base de conocimiento I:
’ H31 o By - Bm‘

Al fir - fij o fim

Fusién de las KBs I''y IT (I" U IT):

Ai||fir oo fig oo fim Bi - Bm Dy - Ds
Al f1 o fim O -0

Base de conocimiento I1: Ap || for = fam 0O .- 0
’ HD1-~- Dy --- Ds C, 0 -+ 0 g - gis
Ch gir - gu - Gis

C, 0 - 0 g - Grs

Crllgrr -+ gkl = Gks

O’r grl1 " grl " Grs

Teorema 4. Sean (X,Y, Ax,By) y (X,Y,Cx,Dy) dos marcos con sus corres-
pondientes KBs I y IT. Sean A € F(X) una entrada y B,D € F(Y) dos
conjuntos difusos. St

« TU{A}EBen (X,Y,Ax,By) y

- HU{A} ':D en (X’KCX7DY)7

entonces {I'UIT} U{A} =EBND en (X,Y,Ax UCx,By UDy).

Esta propiedad del FIS se refleja en las salidas del motor de inferencia tal y
como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 5. Sean (X,Y, Ax,By) y (X,Y,Cx,Dy) dos marcos con sus corres-
pondientes KBs I' y I, y sea A € F(X) una entrada. Sean B y D las salidas
obtenidas tras aplicar el motor de inferencia a I' y A en (X,Y, Ax,By) y a IT
y A en (X,Y,Cx,Dy), respectivamente. Entonces, la salida obtenida aplicando
el motor de inferencia a I' UIl y A es BN D.

El siguiente resultado muestra que nuestro FIS es monétono.

Corolario 1. Sean (X,Y, Ax,By) y (X,Y,Cx,Dy) dos marcos con sus corres-
pondientes KBs I y IT, y sea A € F(X) una entrada. Entonces, Cr.a C Cprum,a
YCma CCruma.



4. Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo se ha recordado la estructura de los sistemas de inferencia
basados en la f-inclusién, prestando especial atencién a sus conjuntos de reglas y
al mecanismo del motor de inferencia. Entre las novedades presentadas por este
FIS, una de las més destacables es su fundamento l6gico, que permite incluir la
definicién de consecuencia légica dentro de su marco. Esta nocién contribuye al
FIS en dos aspectos distintos: es un elemento clave para demostrar la correctitud
del sistema y, al mismo tiempo, permite analizar el conjunto de consecuencias
del FIS independientemente de las salidas obtenidas por el motor de inferencia.

Con respecto a este tultimo aspecto, este articulo se centra en el compor-
tamiento del conjunto de consecuencias bajo modificaciones en el conjunto de
reglas del sistema. Hemos concluido que la unién de bases de conocimiento pre-
serva las consecuencias previas, lo cual demuestra la monotonia del FIS como
sistema légico formal.

Con estos resultados, hemos obtenido una herramienta poderosa para la bts-
queda de algoritmos orientados a la resolucién de problemas de regresién. Como
trabajo futuro, pretendemos profundizar en este aspecto y hallar un resultado
de aproximacién universal de funciones continuas haciendo uso de este sistema
de inferencia difuso basado en la f-inclusién.

Si bien el proceso de fusién de bases de conocimiento tiene una utilidad in-
negable, presenta una clara desventaja, a saber, el incremento del coste compu-
tacional del sistema. No obstante, los avances presentados en este trabajo pueden
ayudarnos en el futuro a explorar métodos adicionales para modificar los con-
juntos de reglas con el fin de optimizar la implementacién del motor de inferen-
cia sin requerir recursos computacionales adicionales. También serd interesante
explorar las cuestiones relacionadas con la gestion y optimizacién de bases de
reglas difusas, una tematica de interés recurrente en el ambito de los sistemas
de inferencia.
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