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Abstract. En este trabajo se propone una nueva variante del problema
de dominacion en grafos, denominada el Problema del Conjunto Domi-
nante con Costes en Vértices y Pesos en Aristas (VCEW-DSP, del inglés
Vertez-costs and Edge-weights Dominating Set Problem). A diferencia
de la version clasica, el VCEW-DSP considera costes en los vértices y
pesos en las aristas del grafo. El objetivo del problema es seleccionar un
subconjunto de vértices de coste minimo de forma que cada vértice no
perteneciente al conjunto reciba de este un peso entrante al menos igual
a un valor k. Este peso entrante se define como la suma de los pesos
de las aristas que lo conectan con el conjunto. En este trabajo se define
formalmente el VCEW-DSP y se presenta un modelo de Programacion
Lineal Entera para su resolucién exacta. De forma complementaria, se
explora la metaheuristica Basqueda Local Iterativa, con el fin de estudiar
alternativas escalables para instancias de mayor tamano.
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1 Introduccion

Los problemas de dominacion en grafos conforman un conjunto de problemas
ampliamente estudiados en optimizaciéon combinatoria debido a sus numerosas
aplicaciones en redes sociales ([11]), redes de comunicacion ([8]) y localizacion
de instalaciones ([5]), entre otros. En su formulacion basica, un conjunto domi-
nante es un subconjunto de vértices tal que todo vértice no perteneciente a dicho
conjunto es adyacente a al menos uno de ellos. El problema asociado, conocido
como el Problema del Conjunto Dominante Minimo (MDSP, del inglés Mini-
mum Dominating Set Problem), consiste en determinar un conjunto dominante
de tamano minimo. Desde un punto de vista practico, los conjuntos dominantes
representan grupos de elementos clave capaces de controlar, influir o propor-
cionar servicio al resto de elementos del grafo, por lo que la reduccion de sus
tamanos resulta relevante para la optimizaciéon de recursos.

El concepto de dominaciéon en grafos tiene su origen en el trabajo de Ore
([13]) y fue posteriormente consolidado y ampliado en los estudios de Haynes et



al ([9]). A partir de entonces, se ha desarrollado una extensa familia de variantes
(ver [10]), motivadas por la necesidad de representar de forma mas precisa dis-
tintos escenarios aplicados. En particular, una linea de investigacion relevante es
la dominacién en grafos ponderados, en los que se asignan pesos a vértices, aris-
tas o ambos. Los pesos en vértices suelen interpretarse como costes de seleccién
o consumo de recursos, mientras que los pesos en aristas permiten modelar la
intensidad, fiabilidad o calidad de las conexiones. Un ejemplo es el Problema del
Conjunto Dominante de Peso Minimo (MWDSP, del inglés Minimum Weight
Dominating Set Problem), en el que los vértices tienen asociado un peso y se
busca minimizar el peso total del conjunto dominante en lugar de su cardinal-
idad ([1]). En modelos con pesos en aristas destaca el Problema del Conjunto
Dominante k-ponderado Minimo (k-WDSP, del inglés k- Weighted Dominating
Set Problem), en el que se exige que cada vértice no seleccionado reciba un peso
minimo & a través de las aristas que lo conectan al conjunto dominante ([3]).

El problema propuesto, denominado el Problema del Conjunto Dominante
con Costes en Vértices y Pesos en Aristas (VCEW-DSP, del inglés Vertex-costs
and Edge-weights Dominating Set Problem), combina la optimizacion de costes
en vértices, propia del MWDSP, con restricciones de dominaciéon basadas en pe-
sos de aristas, como en el k-WDSP. De este modo, la consideraciéon conjunta de
ambos tipos de pesos permite capturar de forma maés flexible situaciones en las
que se desean conjuntos de coste reducido, pero sin perder un nivel minimo de
interaccion en la grafo. Por ejemplo, en redes inalambricas de sensores y comuni-
caciones, los costes de los vértices pueden representar el despliegue, la activaciéon
o el mantenimiento de los dispositivos, mientras que los pesos de las aristas re-
flejan la calidad de la comunicaciéon. En este contexto, el umbral k& asegura un
nivel minimo de conectividad entre cada dispositivo y los sensores o estaciones
de retransmision elegidos. De forma analoga, en problemas de localizacion de
instalaciones y diseno de redes de servicio, los costes de los vértices representan
la apertura de instalaciones, mientras que los pesos de las aristas modelan la
accesibilidad, la capacidad de transporte o la calidad del servicio.

Desde el punto de vista computacional, el VCEW-DSP es un problema N P-
duro, al generalizar variantes clasicas del problema de dominacién. En consecuen-
cia, los métodos exactos no resultan escalables para instancias de gran tamarno,
lo que motiva el uso de enfoques metaheuristicos. En este trabajo se propone un
algoritmo basado en la metaheuristica Busqueda Local Iterativa (ILS, del inglés
Iterated Local Search) para obtener soluciones 6ptimas o sub-6ptimas en tiempos
razonables.

2 Definicién del problema

Sea G = (V,E,c,w) un grafo simple, no dirigido y conexo con costes en los
vértices y pesos en las aristas, donde ¢ : V' — R3¢ asigna un coste no negativo a
cada vértice i € V y w : E — Ry asigna un peso positivo a cada arista ij € E.

Definition 1 (k-conjunto dominante ponderado). Un conjunto S CV es
un k-conjunto dominante ponderado (k-WDS, del inglés k-weighted dominating



set) si cada vértice i € V'\ S recibe de S un peso entrante mayor o igual a k, es
decir,

> w(ij) >k, VieV.

JjES
Definition 2 (Coste de un conjunto de vértices). El coste de un conjunto
S CV se define como la suma de los costes de los vértices del conjunto, es decir,

€S

Definition 3 (Problema del Conjunto Dominante con Costes en Vér-
tices y Pesos en Aristas). Dado un grafo G = (V,E,c,w) y un nimero
k € Rsq, el Problema del Conjunto Dominante con Costes en Vértices y Pe-
sos en Aristas (VCEW-DSP) consiste en encontrar un k-WDS, S C V, que
minimice C(S), es decir,

. , N , .
gnglgC(S’) sujeto a jezsw(m)_k:, VieV\S

El coste optimo del problema se denota por V\k/E(G) y se define como

We(G)=min{ C(S): SCV, > wlij) >k VieV\S
jeSs

La Figura 1 muestra un ejemplo de soluciéon del VCEW-DSP con k£ = 1. Las
etiquetas de los vértices representan los costes, ¢, mientras que los pesos de las
aristas, w, se indican sobre estas. Los vértices resaltados forman un 1-WDS,
S ={A,E,F,H, I}, ya que para cada vértice no perteneciente a S, la suma de
los pesos de las aristas que lo conectan a S es al menos 1. En particular, este
peso entrante es igual a 1.00 para B, 1.30 para C', 1.10 para D, 1.90 para G y
1.10 para J. El coste de la soluciéon, C(S), es 25 y, ademaés, dicha solucion es
optima (7{ 5 (G) = 25).

El VCEW-DSP generaliza varios problemas de dominacién en grafos. En
particular, si todas las aristas tienen peso al menos k, el problema se reduce al
MWDSP; si todos los vértices tienen el mismo coste, se obtiene el k-WDSP, vy,
si se cumplen ambas condiciones simultaneamente, se tiene el MDSP.

2.1 Formulacion matematica

Sea G = (V, E,c,w) un grafo con costes en los vértices y pesos en las aristas,
donde V = {1,2,...,n}. Los pesos de las aristas se representan mediante una
matriz simétrica W = (w;;) € RL5", donde w;; denota el peso de la arista
ij € E, con w;; = 0siij ¢ E. Ademas, a cada vértice i € V se le asocia un coste
c; € Rzo.

El modelo de Programacion Lineal Entera (ILP, del inglés Integer Linear
Programming) propuesto define, para cada vértice ¢ € V, una variable binaria
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Fig. 1. Ejemplo de una solucién 6ptima para el VCEW-DSP con k = 1 (7i 5 (G) = 25).

0.50

x;, que toma valor 1 si el vértice 7 se selecciona como parte de la soluciéon y 0 en
caso contrario. La formulacion es la siguiente:

(F1) min Zcixi (1)

eV

s.a. Zwljxl >k(l—z;) VjeV (2)
eV
v, €{0,1} VieV. (3)

La funcién objetivo (1) minimiza la suma de los costes de los vértices selecciona-
dos. El conjunto de restricciones (2) garantizan que cada vértice no seleccionado
reciba un peso entrante de al menos k desde los vértices seleccionados en la
solucion. Por ultimo, las restricciones (3) definen la naturaleza binaria de las
variables de decision.

El VCEW-DSP, al ser una generalizacion del MDSP, el cual es N'P-duro (7],
también es N'P-duro. Para abordar instancias de gran tamaifio, se propone un
enfoque metaheuristico adaptado al problema.

3 Propuesta algoritmica

La Busqueda Local Tterativa (ILS, del inglés Iterated Local Search) es una meta-
heuristica trayectorial, propuesta en [12], que emplea la busqueda local como
mecanismo principal. La basqueda local explora el entorno de una solucién me-
diante el desplazamiento secuencial hacia soluciones vecinas con mejor valor de la
funcion objetivo. Este proceso contintia hasta alcanzar un 6ptimo local. Aunque
es una técnica eficaz para mejorar soluciones, presenta la limitacion de quedar
atrapada en 6ptimos locales. ILS aborda este problema mediante la aplicacion de
una perturbacién sobre la solucién atrapada, lo que permite escapar de 6ptimos



locales y explorar nuevas regiones del espacio de soluciones desde las que reiniciar
el proceso de busqueda local. De este modo, ILS alterna entre intensificacion,
mediante busqueda local, y diversificaciéon, mediante perturbaciones.

El Algoritmo 1 presenta el esquema general de la metaheuristica ILS.

Algorithm 1 ILS

1: So + ConstrucciénSolucionInicial()
2: S « BusquedaLocal(So)
3: while no se ha alcanzado el criterio de parada do

4: S’ < Perturbacion(S)

5: S’ + BusquedaLocal(S")
6: if f(9’) < f(S) then

7 S+ S

8: end if

9: end while

10: Devolver S

3.1 Construcciéon de una solucion inicial

Para la construcciéon de la soluciéon inicial se emplea la fase constructiva de
la metaheuristica GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) [6].
Este procedimiento construye una solucion, S, de forma incremental, afiadiendo
vértices iterativamente. En cada paso, se genera una lista restringida de can-
didatos (RCL) formada por los vértices no pertenecientes a la solucién y que
presentan una mejor puntuacion segin una funcion de evaluacion, g,

RCL = {Z ev \ S g(z) Z Imax — a(gmaz - gmin)}a

donde « € [0, 1] controla el grado de aleatoriedad de la construccion. Posterior-
mente, se selecciona aleatoriamente un vértice de la RCL y se anade a la soluciéon
parcial, S. El proceso finaliza cuando se obtiene una solucién factible, es decir,
cuando S es un k-WDS. Por tultimo, se eliminan los vértices redundantes de
la solucién, entendiendo por tales aquellos cuya eliminacién no compromete la
factibilidad.

La funcion de evaluacion, g, utilizada para valorar cada vértice i € V '\ S se

define como:
= (Zien ) / degli)
g(i) = 0] ,
donde N (i) representa el conjunto de vértices adyacentes a ¢ y deg(z) su grado.

Esta funcion prioriza vértices con un peso medio elevado de sus aristas y penaliza
simultaneamente aquellos con mayor coste.

3.2 Busqueda local

Para el VCEW-DSP se propone una busqueda local basada en el movimiento
swaplz, que consiste en eliminar un vértice, 7, de la solucion actual, S y, en caso



necesario, afiadir un subconjunto de vértices, X C V' \ S U {i}, para restablecer
la factibilidad de S\ {i}. La vecindad inducida por este movimiento se define
como

Nowaprz(S) = {(S\{iHUX : i€ S, X CV\SU/{i} restaura factibilidad}.

Notese que el conjunto X puede ser vacio cuando el vértice eliminado, i, resulta
redundante.

La biisqueda local utiliza una estrategia de primera mejora, en la que se
acepta la primera solucion vecina que mejora el valor de la funcién objetivo.
Esta eleccion se justifica por el elevado tamano de la vecindad inducida por el
movimiento swaplz, cuyo tamafo esta acotado superiormente por |S] - 2lVI=ISI,

3.3 Perturbacién

La idea principal de la perturbacion es modificar la solucion lo suficiente como
para escapar del 6ptimo local en el que se encuentra, preservando al mismo
tiempo parte de su estructura.

Para el VCEW-DSP se proponen dos mecanismos de perturbacion. El primero
consiste en una destruccion parcial y aleatoria de la soluciéon, seguida de la re-
cuperacion de la factibilidad mediante la incorporacién, también aletoria, de
vértices. El segundo mecanismo actiia en sentido contrario, anadiendo de forma
aleatoria vértices redundantes a la soluciéon. En ambos casos, la intensidad de
la perturbacion se controla mediante un parametro p € (0,1), que determina
la proporcién de vértices a anadir o eliminar en relaciéon con el tamano de la
solucion a perturbar.

4 Resultados preliminares

Los experimentos se han ejecutado en un AMD Ryzen 9 5950X con 32 hilos
y 128 GB de memoria RAM. La metaheuristica ILS se ha implementado en
Java 23.0.1, mientras que el modelo ILP se ha resuelto mediante Gurobi 12.0.3,
estableciendo un tiempo méaximo de ejecucién de 1800 segundos.

El conjunto de instancias estd compuesto por 160 grafos con tamanos entre
100 y 5000 nodos y densidades comprendidas entre 0.2 y 0.5. Las instancias se
han generado a partir de grafos de la literatura [2, 4], a los que se les han asignado
pesos aleatorios en las aristas dentro del intervalo (0, 1] y costes enteros en los
vértices entre 1 y 10. En los experimentos preliminares se ha fijado el umbral
de dominaciéon en k£ = 1. Para la calibracién de las distintas componentes del
ILS (Tablas 1-3), se ha utilizado un subconjunto preliminar de 40 instancias,
correspondiente al 25% del conjunto total.

La Tabla 1 compara las distintas funciones de evaluacién empleadas en la
fase de construcciéon de la solucién inicial (columna 1). Para ello, se muestran
la calidad de la solucion, es decir, la funcion objetivo (F.O.), y el tiempo com-
putacional, medido en segundos, en las columnas 2 y 3, respectivamente. Los



resultados muestran que las funciones basadas exclusivamente en la estructura
del grafo (g1 y g2) generan soluciones de elevado coste, al no considerar el valor
asociado a los vértices. Por el contrario, la funcion centrada tnicamente en el
coste (g3) mejora notablemente la calidad de las soluciones, al estar directa-
mente alineada con la funcién objetivo del problema. Sin embargo, los mejores
resultados se obtienen con g4, que combina informacién estructural del grafo
con el coste de los vértices. En cuanto los tiempos de ejecucion, todas las fun-
ciones presentan tiempos muy reducidos y practicamente idénticos, del orden de
centésimas de segundo.

Table 1. Comparacién de distintas funciones de evaluacién para la construcciéon de la
solucién inicial.

Funcién de evaluaciéon F.O. Tiempo
Grado (g1) 112.35  0.06
Suma de los pesos de las aristas (g2) 112.60 0.07
Coste (g3) 64.08 0.06

Ratio entre el peso medio de las aristas y el coste (g4) 34.35  0.06

Respecto a la busqueda local, la Tabla 2 presenta la comparacién de cuatro
variantes definidas a partir de la combinaciéon de distintas estrategias de seleccién
de vértices a eliminar e insertar para el movimiento swaplz. En particular, se
consideran dos criterios de seleccion: aleatorio y heuristico. En el caso del heuris-
tico, durante la eliminacion se priorizan los vértices de mayor coste, mientras que
en la inserciéon se favorecen los de menor valor.

La tabla muestra que la estrategia de insercion tiene un mayor impacto en la
calidad de las soluciones que la de eliminacion, observandose mejores resultados
cuando se emplea insercién heuristica. En particular, la combinacién de elimi-
nacién aleatoria e insercién heuristica obtiene el mejor rendimiento global. Este
comportamiento sugiere que la aleatoriedad en la eliminacion favorece la diversi-
ficacion, mientras que la inserciéon guiada contribuye a mejorar la calidad de las
soluciones. En cuanto a los tiempos de computo, las diferencias son reducidas. La
configuraciéon completamente heuristica es la més rapida, aunque no proporciona
los mejores resultados, lo que sugiere una posible convergencia prematura hacia
6ptimos locales. Por su parte, la estrategia completamente aleatoria presenta el
peor comportamiento tanto en tiempo como en calidad de solucién.

Por tltimo, la Tabla 3 compara los dos mecanismos de perturbaciéon disenados
para distintos valores de intensidad p. Los resultados indican que la eliminacién
de vértices no constituye una estrategia efectiva, ya que su rendimiento se dete-
riora a medida que aumenta la intensidad. Esta ineficacia se debe a la pérdida
de estructura de la solucién y al posterior proceso aleatorio de restauracién de
la factibilidad. En cambio, la inserciéon de vértices muestra un comportamiento
maés robusto, alcanzando su mejor rendimiento para p = 0.20, el segundo valor
mas bajo considerado. En términos generales, salvo en el nivel de intensidad mas



Table 2. Comparacion de distintas estrategias de eliminacion e insercién en la
buasqueda local swapIz.

F.O. (Tiempo)

Inserciéon . .
.. = Aleatoria  Heuristica
Eliminacion

Aleatoria 28.23 (0.67) 21.40 (0.51)
Heuristica 22.48 (0.55) 21.50 (0.35)

bajo, la insercion supera de forma consistente a la eliminacion tanto en calidad
de soluciéon como en tiempo de ejecucién, siendo aproximadamente la mitad de
costosa. Esto se debe a que evita el proceso de restauracion de la factibilidad
asociado a la eliminaciéon. Ademaés, se observa que valores menores de p conllevan
tiempos de ejecucién més reducidos, al implicar modificaciones mas suaves sobre
la solucién.

Table 3. Comparacion de distintos mecanismos de perturbacion para diferentes niveles
de intensidad, p.

Inserciéon Eliminacion
p F.O. Tiempo| F.O. Tiempo
0.1 21.28 0.15(21.03 0.32
0.2|20.98 0.23(21.28 0.42
0.3| 21.00 0.24(21.30 0.57
0.4| 21.10 0.27(21.33 0.73

Una vez determinada la mejor configuracion del ILS (funcion de evaluacion
g4 para la construccion inicial, busqueda local con eliminaciéon aleatoria e inser-
cion heuristica y perturbacion por insercion con p = 0.20), se ha realizado una
comparativa frente al modelo ILP. La Tabla 4 recoge las medias de la funcién
objetivo y el tiempo de computo asi como el niimero de veces que cada método
alcanza la mejor solucion encontrada, agrupadas por tamafio de instancia (16
instancias por grupo).

Los resultados muestran que el modelo ILP alcanza soluciones 6ptimas en las
instancias de hasta 400 vértices, ya que el gap obtenido por el solver es nulo. A
partir de ese tamano, el gap aumenta progresivamente, lo que indica que Gurobi
alcanza el limite de tiempo de 1800 segundos. Para estas instancias en las que el
modelo exacto obtiene soluciones 6ptimas, el ILS también consigue encontrarlas
en practicamente todos los casos (salvo dos excepciones), con tiempos compa-
rables en las instancias de 100 y 200 vértices y significativamente inferiores en
las de 400 y 500 vértices. En particular, en las instancias de 500 vértices se
obtienen las 16 soluciones 6ptimas, con una reduccién del tiempo de computo,
concretamente del 97.45%.



Para las instancias en las que el modelo ILP no alcanza la optimalidad dentro
del tiempo permitido, el rendimiento del ILS también se ve afectado, aunque
mantiene tiempos significativamente inferiores y més estables que el enfoque
exacto.

Table 4. Comparacién entre modelo ILP e ILS en instancias de distintos tamafos.

ILP ILS
V] F.O Tiempo Gap #Mejores F.O Tiempo #Mejores Desv. (%)
100 20.31 0.17 0.00 16 20.31 0.28 16 0.00
200 17.94 0.77 0.00 16 18.00 0.71 15 0.20
300 17.63 5.72 0.00 16 17.69 1.33 15 0.69
400 16.69 87.05 0.00 16 16.69 2.23 16 0.00
500 17.06 754.32 0.03 16 17.38 3.31 11 2.72
1000 18.13 1800.09 0.30 14 18.38 9.50 10 2.40
2000 20.38 1800.24 0.54 16 20.75 21.86 10 1.78
3000 22.13 1800.57 0.63 14 22,19 34.05 13 0.21
4000 23.00 1801.33 0.66 15 23.13 51.29 13 0.61
5000 23.94 1802.42 0.67 15 24.13 63.90 12 1.23
Media 19.72 985.27 0.28 - 19.87 18.85 - 0.98

5 Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se ha introducido el Problema del Conjunto Dominante con
Costes en Vértices y Pesos en Aristas (VCEW-DSP), una extension del problema
clasico que permite modelar escenarios mas realistas al considerar simultanea-
mente costes asociados a los vértices y calidad en las conexiones, representada
mediante pesos en las aristas. Se ha presentado su definicién formal junto con
una primera aproximacion a su analisis estructural y modelizaciéon. Como método
de resolucion, se ha propuesto una metaheuristica basada en la Busqueda Lo-
cal Iterativa (ILS), disenada especificamente para explotar las caracteristicas del
problema. Los resultados preliminares, obtenidos sobre instancias de tamano pe-
queno y medio, muestran que el enfoque ILS es capaz de encontrar soluciones
de buena calidad en tiempos de computo reducidos. Como trabajo futuro, se
plantea ampliar el estudio experimental a instancias de mayor tamano, asi como
explorar mejoras en el diseno del ILS y su posible integraciéon con otras técnicas
para potenciar su rendimiento y robustez.
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