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Abstract. En este proyecto de tesis doctoral se propone una exten-
sión de la homología persistente, una herramienta central del Análisis
Topológico de Datos, al contexto de los conjuntos L-difusos. El objetivo
es desarrollar un marco teórico y computacional que permita extraer in-
formación topológica de conjuntos de datos cuyos elementos incorporan
información adicional, como etiquetas o grados de relevancia. Para ello
se estudiarán la homología simplicial L-difusa, su extensión al ámbito
persistente y posibles resultados de estabilidad frente a pequeñas per-
turbaciones en los datos. Así, se pretende establecer un vínculo entre la
topología computacional y la teoría de conjuntos L-difusos, ampliando
el alcance de las técnicas actuales de análisis topológico de datos.

Keywords: Análisis Topológico de Datos · Homología persistente · Con-
juntos L-difusos.
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2 Resumen de la propuesta

El Análisis Topológico de Datos (Topological Data Analysis, TDA) es un área
de investigación que emplea herramientas de la topología computacional para el
estudio de conjuntos de datos. Su objetivo principal es extraer información de los
datos mediante invariantes topológicos que puedan ser interpretados, analizados
estadísticamente o utilizados por algoritmos de aprendizaje automático.

Dentro del TDA pueden distinguirse dos grandes líneas de investigación.
La primera se centra en la construcción de descriptores topológicos capaces de
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capturar propiedades relevantes de objetos complejos o de conjuntos de datos,
habitualmente representados como nubes de puntos en espacios euclídeos. Entre
las herramientas más destacadas de esta línea se encuentra la homología persis-
tente [1], una extensión de la homología simplicial que ha dado lugar a numerosas
generalizaciones, como la homología zigzag [2] o la homología multipersistente
[3]. La segunda línea busca mejorar la visualización e interpretación de los datos
mediante técnicas de reducción de dimensionalidad y agrupamiento que preser-
ven información topológica relevante. Entre las herramientas más utilizadas en
este contexto destacan UMAP [4] e IsUMap [5], que modelan los datos medi-
ante conjuntos simpliciales difusos antes de proyectarlos a espacios de menor
dimensión.

En numerosas aplicaciones, los elementos de un conjunto de datos contienen
información adicional más allá de sus coordenadas o de las distancias que los
relacionan. Por ejemplo, cada punto puede estar asociado a una categoría, una
etiqueta, un grado de relevancia o cualquier otra forma de información jerárquica.
Este tipo de estructuras puede modelarse de manera natural mediante conjuntos
L-difusos. Surge entonces la siguiente pregunta: ¿es posible desarrollar una teoría
de homología persistente para conjuntos L-difusos? Y, en caso afirmativo, ¿qué
información adicional podría proporcionar para el análisis de datos?

La literatura existente ofrece únicamente respuestas parciales a esta cuestión.
Los conjuntos simpliciales difusos se han utilizado principalmente en problemas
de reducción de dimensionalidad [6,7]. Otros trabajos estudian la homología
de espacios topológicos difusos [8]. Sin embargo, dicho enfoque difiere del que
se propone en esta tesis, ya que se centra en espacios equipados con abiertos
difusos y no en conjuntos de datos L-difusos. Otras propuestas estudian com-
plejos simpliciales ponderados [9,10], aunque en ellas los invariantes topológicos
obtenidos siguen siendo objetos clásicos y no incorporan una estructura difusa
en el resultado final.

La propuesta de esta tesis consiste en desarrollar una teoría de homología
persistente L-difusa. Más concretamente, dado un conjunto de datos L-difuso µ :
X → L, donde L es un retículo completamente distributivo, se pretende construir
un módulo de homología persistente L-difuso en el que la información topológica
también tome valores en L. El objetivo es establecer un nuevo puente entre la
topología computacional y la teoría de conjuntos L-difusos, proporcionando un
marco unificado para el estudio de distintos tipos de datos enriquecidos que
actualmente se analizan mediante metodologías independientes.

La estructura de esta memoria es la siguiente. En la Sección 3 se presentan los
conceptos teóricos necesarios para contextualizar la propuesta. En la Sección 4 se
describen los objetivos científicos de la tesis. La Sección 5 expone la metodología
seguida para alcanzar los objetivos ya cumplidos y la estrategia prevista para
los restantes. Finalmente, en la Sección 6 se discute el impacto potencial de la
investigación desde los puntos de vista científico, económico y social.



Fig. 1. Arriba a la izquierda, un conjunto de puntos X ⊂ R2. Arriba a la derecha, un
complejo de Čech para un cierto parámetro r. Abajo, códigos de barras y curvas de
Betti de la filtración completa para d = 0, 1.

3 Antecedentes

El contenido de la propuesta se basa en conceptos propios de la topología com-
putacional y la teoría de conjuntos L-difusos. En esta sección, describiremos los
conceptos mínimos necesarios para su comprensión.

3.1 Topología computacional

La topología computacional es una rama de las matemáticas que trata de aplicar
la informática para abordar problemas topológicos. Recientemente, algunas her-
ramientas de topología computacional como la homología persistente están siendo
aplicadas para calcular propiedades topológicas de objetos complejos y conjun-
tos de datos e integrar esos resultados en modelos de aprendizaje automático,
dando lugar al Análisis Topológico de Datos (TDA por sus siglas en inglés).

Supongamos que tenemos un conjunto de datos X = {x1, · · · , xk} ⊂ Rn y un
parámetro de proximidad r ≥ 0. Podemos aproximar la forma de X mediante
el complejo de Čech Čr(X) [11], que es un complejo simplicial cuyo conjunto de
vértices es X y que contiene al símplice σ ⊆ X si y solo si existe una bola de radio
r que contenga a todos los vértices de σ. A partir de una sucesión de parámetros
r1 < r2 < · · · < rm podemos crear una filtración de complejos simpliciales

Čr1(X) ↪→ Čr2(X) ↪→ · · · ↪→ Črm(X),



que será el objeto de estudio principal. Otras formas de construir filtraciones son
el complejo de Vietoris-Rips [12] o el complejo Alpha [13].

Dado un complejo simplicial ∆ y un dominio de ideales principales D, el
módulo de d-cadenas Cd(∆) es el D-módulo generado por los d-símplices de
∆. El operador borde es un homomorfismo que asigna a cada generador σ =
[v0, . . . , vd] ∈ Cd(∆) la d − 1-cadena ∂d(σ) =

∑d
j=0(−1)j [v0, . . . , v̂j , . . . , vd],

donde v̂j significa que vj se omite. Definimos el módulo de d-ciclos Zd(∆) ⊆
Cd(∆) como el núcleo de ∂d, y el módulo de d-bordes Bd(∆) ⊆ Cd(∆) como la
imagen de ∂d+1. Es fácil demostrar que ∂d ◦ ∂d+1 = 0 y, por tanto, Bd(∆) ⊆
Zd(∆). Entonces el módulo de d-homología de ∆ se puede definir como el cociente
Hd(∆) = Zd(∆)/Bd(∆) [14]. Cada elemento de Hd(∆) se llama una clase de
homología d-dimensional. Informalmente, las clases de dimensión 0 representan
componentes conexas, las de dimensión 1 son agujeros, las de dimensión 2 son
burbujas vacías y así sucesivamente.

Supongamos ahora que tenemos ahora una filtración:

∆1 ↪→ ∆2 ↪→ · · · ↪→ ∆m

y que la homología de cada complejo se calcula con coeficientes en un cuerpo F
(es decir, cada Hd(∆i) es un espacio vectorial). Cada inclusión ∆i ↪→ ∆j induce
un homomorfismo Hd(∆i) → Hd(∆j). La homología persistente d-dimensional
de la filtración sería la siguiente secuencia [15] (llamada módulo de persistencia):

Hd(∆1) → Hd(∆2) → · · · → Hd(∆m).

Este módulo de persistencia nos indica cómo evoluciona la homología d-
dimensional a lo largo de la filtración. Si una clase de homología α ̸= 0 pertenece
a Hd(∆i) pero no pertenecía a Hd(∆i−1), se dice que α nace en la etapa i de
la filtración. Si α ̸= 0 pertenece a Hd(∆j−1) pero su imagen en Hd(∆j) es nula,
se dice que α muere en la etapa j de la filtración. Una clase de homología α
que nace en la etapa i y muere en la etapa j tiene un intervalo de persistencia
[i, j). Una clase que nace en la etapa i pero no muere nunca tiene un intervalo de
persistencia [i,∞). La unión de todos estos intervalos de persistencia es el código
de barras de la filtración, que caracteriza completamente la homología persistente
d-dimensional de ∆, y da una visión clara e intuitiva de su estructura algebraica.

Un código de barras es un multiconjunto de intervalos. Para facilitar su uso
en estadística o para aprendizaje automático hace falta vectorizar el código de
barras, es decir, construir un vector a partir del mismo que resuma su informa-
ción. La vectorización más sencilla de todas sería la curva de Betti de dimensión
d, que no es sino el vector (Rank(Hd(∆1)),Rank(Hd(∆2)), . . . ,Rank(Hd(∆m))
conteniendo el rango de cada espacio de homología en la filtración [16]. Otras
vectorizaciones útiles son los landscapes [17] o las imágenes de persistencia [18].

En la Figura 1 se puede ver un ejemplo de un conjunto de datos, un complejo
simplicial, un barcode y una curva de Betti.



3.2 Conjuntos L-difusos

La matemática difusa es aquella que se construye a partir del concepto de con-
junto difuso, definido por primera vez en 1965 por Zadeh [19]. Dado un conjunto
U al que llamamos universo, un subconjunto difuso se define como una apli-
cación µ : U → [0, 1] que muestra el grado de pertenencia de los elementos de
U con respecto a µ. Así, un elemento x ∈ U con µ(x) = 0 no pertenece a µ,
otro con µ(x) = 1 pertenece totalmente a µ y otro con 0 < µ(x) < 1 pertenece
parcialmente a µ. Los conjuntos difusos son una generalización de los conjuntos
clásicos que sirven para modelar incertidumbre e imprecisión en ámbitos donde
los límites de pertenencia no están claramente definidos, como en el razonamiento
humano, en el lenguaje natural o las imágenes médicas. Se aplican en áreas como
la inteligencia artificial, la toma de decisiones y el control difuso [20].

Las nociones de complemento, unión, e intersección se pueden definir para un
conjunto difuso usando las funciones de pertenencia. El complemento de µ sería
la función µc(u) = 1−µ(u). La unión de los subconjuntos difusos µ y ν se define
como (µ∪ ν)(u) = max{µ(u), µ(u)}, mientras que la intersección se define como
(µ∩ ν)(u) = min{µ(u), µ(u)}. También se pueden definir otros conceptos típicos
de la teoría de conjuntos, como productos cartesianos, relaciones o aplicaciones,
sentando las bases para entrar en contacto con otras ramas matemáticas.

Una extensión de los conjuntos difusos son los conjuntos L-difusos [21], en
los que el codominio de la función de pertenencia no es [0, 1] sino un retículo
completamente distributivo L. Aquí la relación de orden no es necesariamente
total, pero existe un mínimo global 0 ∈ L, un máximo global 1 ∈ L, y cada par
de elementos ℓ1, ℓ2 ∈ L siempre tiene un ínfimo ℓ1 ∧ ℓ2 ≤ ℓ1, ℓ2 y un supremo
ℓ1, ℓ2 ≤ ℓ1 ∨ ℓ2. Cuando L = {0, 1}, obtenemos los subconjuntos estándar de U .

También existen versiones L-difusas de estructuras más complejas que los
conjuntos, como por ejemplo los complejos simpliciales o los D-módulos.

Dado un complejo simplicial ∆, un subcomplejo L-difuso es una función
µ : ∆ → L tal que si τ es una cara de σ, entonces µ(τ) ≥ µ(σ). Esta definición
está inspirada en la de conjunto simplicial difuso de [6], y nos garantiza que para
cada ℓ ∈ L el subconjunto µ≥ℓ = {σ ∈ ∆ | µ(σ) ≥ ℓ} (llamado corte de ℓ)
siempre es un subcomplejo de ∆.

Dado un D-módulo M , un submódulo L-difuso es una aplicación µ : M → L
tal que µ(0) = 1, µ(a · m) ≥ µ(m) para todo a ∈ D y todo m ∈ M , y tal que
µ(m1+m2) ≥ µ(m1)∧µ(m2) para todo m1,m2 ∈ M . Esta definición nos garan-
tiza que para cada ℓ ∈ L el subconjunto µ≥ℓ = {m ∈ M | µ(m) ≥ ℓ} (llamado
corte de ℓ) siempre es un submódulo de M . A partir de esta sencilla definición
se pueden definir otros conceptos como el submódulo L-difuso generado por una
función µ : M → L cualquiera o el cociente entre submódulos L-difusos. Más
información sobre submódulos L-difusos se puede encontrar en [22].

4 Objetivos

La homología simplicial presentada en la Sección 3 se calcula sobre un conjunto
de datos en el que todos los elementos tienen el mismo estatus y no hay una



jerarquía predefinida entre ellos. Sin embargo, es común encontrar conjuntos
de datos donde, además de las coordenadas, cada elemento tiene una etiqueta
que proporciona información adicional sobre el mismo. Por ejemplo, cuando los
datos tienen asignado un peso o se agrupan en categorías o clases disjuntas. Este
tipo de conjuntos de datos etiquetados se pueden modelizar como conjuntos L-
difusos. Por ello, el objetivo principal de este proyecto de tesis es estudiar cómo
se pueden generalizar los resultados ya conocidos sobre homología simplicial y
homología persistente para conjuntos de datos L-difusos. Este proyecto se puede
dividir en los tres siguientes objetivos científicos:

4.1 Objetivo 1: Homología simplicial L-difusa

El primer objetivo de esta tesis es definir la homología L-difusa asociada a un
subcomplejo simplicial L-difuso. En particular, queremos encontrar un método
que a cada subcomplejo L-difuso µ : ∆ → L le asocie un submódulo L-difuso
ηd : Hd(∆) → L. Esta construcción debe ser coherente con la definición estándar
de la homología simplicial, de forma que coincida con ella cuando trabajemos
con el retículo L = {0, 1}. Queremos estudiar las propiedades más importantes
de esta construcción, y encontrar un método computacional para calcular el
valor ηd([h]) ∈ L asociado a cada clase de homología [h] ∈ Hd(∆) así como la
estructura de los cortes η≥ℓ

d .

4.2 Objetivo 2: Homología persistente L-difusa

Supongamos ahora que tenemos una filtración de subcomplejos L-difusos:

∆1 ∆2 · · · ∆n

L L · · · L

µ1 µ2 µn

El segundo objetivo de esta tesis es definir la homología persistente L-difusa
asociada a esta filtración, de forma que sea coherente con la homología persistente
estándar y con la homología L-difusa de cada subcomplejo L-difuso µi : ∆i → L
en la filtración. Queremos definir invariantes útiles para esta construcción y
encontrar un método computacional para extraer dichos invariantes.

4.3 Objetivo 3: Estabilidad de la homología persistente L-difusa

Supongamos que tenemos dos datasets X1 y X2. Consideremos las filtraciones
de Čech construidas sobre ellos, denotadas por Č(X1) y Č(X2), definidas para
todos los parámetros de escala en R≥0, y sean B1 y B2 los códigos de barras
asociados a dichas filtraciones. La similitud entre los datasets X1 y X2 puede
medirse con la distancia de Gromov-Hausdorff dGH(X1, X2) [23], mientras que
la similitud entre los códigos de barras B1 y B2 puede medirse con la distancia
bottleneck dB(B1,B2) [24].



Un resultado fundamental en la teoría de homología persistente es la estabil-
idad con respecto a perturbaciones pequeñas [25], concretada en la desigualdad:

dB(B1,B2) ≤ 2 dGH(X1, X2).

Esta cota garantiza que datasets similares producen códigos de barras similares.
En consecuencia, la homología persistente varía de manera controlada ante pe-
queñas perturbaciones de los datos. Resultados análogos pueden demostrarse
para otras filtraciones como las de Vietoris-Rips y Alpha [25].

El tercer objetivo de esta tesis consiste en obtener resultados de estabilidad
análogos para la homología persistente L-difusa, proporcionando garantías de
robustez similares a las que existen en la teoría clásica de homología persistente.

5 Metodología y Plan de trabajo

En esta sección se describe la estrategia que el proponente prevé seguir para
alcanzar los objetivos previamente establecidos, así como, en el caso de aquellos
ya completados, se ofrece un breve resumen de los resultados obtenidos.

5.1 Métodos para el Objetivo 1

Todos los hitos asociados al Objetivo 1 han sido completados. Para ello, hemos
estudiado la bibliografía especializada en teoría de conjuntos L-difusos, revisando
conceptos como los retículos completamente distributivos, los submódulos y
subespacios vectoriales L-difusos, los subcomplejos L-difusos, el principio de
extensión, así como el cociente entre submódulos L-difusos. Algunas de estas
herramientas no existían como tal en la literatura previa, sino que han sido
adaptadas para nuestro propio objetivo. Este es el caso de la noción de subcom-
plejo L-difuso, inspirada en trabajos previos sobre conjuntos simpliciales difusos.

A partir de estas nociones, se ha definido el submódulo de homología L-difuso
ηd : Hd(∆) → L mediante un procedimiento análogo al empleado en la construc-
ción clásica de la homología simplicial descrita en la Sección 3.1, sustituyendo
cada uno de los objetos algebraicos involucrados por sus correspondientes ver-
siones L-difusas. El desarrollo completo de esta teoría, junto con sus propiedades
fundamentales y una caracterización que permite su cálculo mediante opera-
ciones matriciales, ha sido recogido en [26]. Dicho trabajo ha sido enviado a la
revista Fuzzy Sets & Systems y se encuentra actualmente en proceso de revisión.

5.2 Métodos para el Objetivo 2

El primer paso para abordar el Objetivo 2 consiste en formular rigurosamente
el concepto de homología persistente L-difusa. En la teoría clásica, la homología
persistente se modela mediante un módulo de persistencia, es decir, una sucesión
de espacios vectoriales conectados por aplicaciones lineales

Hd(∆1) → Hd(∆2) → · · · → Hd(∆n).

https://www.sciencedirect.com/journal/fuzzy-sets-and-systems


En nuestro contexto, a cada espacio de homología Hd(∆i) le asociamos un sube-
spacio L-difuso ηd,i, obteniendo un diagrama de la forma

Hd(∆1) Hd(∆2) · · · Hd(∆n)

L L · · · L.

ηd,1 ηd,2 ηd,n

a la que podríamos llamar módulo de persistencia L-difuso.
Una vez definido este objeto, será necesario estudiar la noción de morfismo

entre subespacios L-difusos y analizar la estructura algebraica de los módulos de
persistencia L-difusos. Un posible enfoque para ello surge de un resultado clásico
de [27], donde se demuestra una equivalencia de categorías entre los módulos de
persistencia con coeficientes en un cuerpo F y los módulos graduados sobre el
anillo de polinomios F[x].

Esta equivalencia sugiere que los módulos de persistencia L-difusos podrían
estudiarse como un único submódulo L-difuso de un módulo graduado adecuado.
De ser así, muchas de las herramientas desarrolladas en el Objetivo 1 podrían
trasladarse directamente al contexto persistente. En particular, seríamos capaces
de calcular el grado de pertenencia asociado a cada clase de homología, el cual
puede variar a lo largo de la filtración. Además, para cada ℓ ∈ L, podríamos
considerar el corte correspondiente. Cada uno de estos cortes sería un módulo
de persistencia clásico y, por tanto, tendría asociado su propio código de barras.
Esto permitiría describir la homología persistente L-difusa mediante una familia
de códigos de barras ordinarios indexados por los elementos de L.

Con respecto a las vectorizaciones, hasta el momento hemos desarrollado
un método para calcular curvas de Betti L-difusas. Para ello, hemos estudi-
ado en qué condiciones tiene sentido definir el rango de un submódulo L-difuso
Rank(ηd,i) y hemos demostrado que, en dichos casos, este puede calcularse apli-
cando homología zigzag. El resultado es una familia de curvas (una por cada
ℓ ∈ L) cuya suma recupera la curva de Betti clásica. Esta línea de investigación
se encuentra actualmente en desarrollo y los resultados obtenidos serán previsi-
blemente enviados al congreso SoCG 2027.

5.3 Métodos para el Objetivo 3

La distancia de Gromov-Hausdorff, introducida en la Sección 4.3, permite com-
parar la similitud entre espacios métricos. Existe una caracterización equivalente
de esta distancia en términos de correspondencias entre los puntos de ambos es-
pacios, en la cual se mide la distorsión inducida al comparar distancias y se
selecciona aquella correspondencia que minimiza dicha distorsión [28].

En la literatura se han propuesto diversas adaptaciones de esta noción para
contextos en los que los puntos del espacio están equipados con información adi-
cional como una jerarquía. En estos casos, el conjunto de correspondencias ad-
misibles se ve restringido, lo que da lugar a variantes de la distancia de Gromov-
Hausdorff adaptadas a dicha estructura. Un ejemplo de este tipo de construcción
aparece en las demostraciones de estabilidad del six-pack en TDA cromático [29].

https://www.computational-geometry.org/cg-week/socg/


Por nuestra parte, creemos que es posible definir una adaptación adecuada
de la distancia de Gromov-Hausdorff para conjuntos de datos L-difusos, que
sirva para demostrar resultados de estabilidad. Para ello será necesario revisar
la bibliografía existente en este tipo de métricas, para determinar si las técnicas
ya disponibles pueden aplicarse directamente o si es necesario desarrollar nuevas
herramientas inspiradas en ellas.

6 Relevancia

En esta sección describimos los beneficios que el proponente espera aportar a la
sociedad mediante el desarrollo de la presente tesis doctoral.

6.1 Impacto científico

Al combinar herramientas de topología computacional y teoría de conjuntos L-
difusos, esta investigación permitiría extender las técnicas habituales del análisis
topológico de datos a tipos de datos que incorporan información adicional en sus
puntos, como conjuntos cromáticos (en los que cada punto posee una etiqueta
categórica) o conjuntos ponderados (en los que cada punto lleva asociado un
grado de relevancia).

La literatura actual ha abordado estas situaciones mediante enfoques distin-
tos. Por una parte, los conjuntos cromáticos han dado lugar al área conocida
como Chromatic TDA [30]; por otra, los conjuntos ponderados pueden estu-
diarse mediante técnicas como la homología multipersistente [3]. La propuesta
desarrollada en esta tesis permitiría tratar ambos escenarios dentro de un mismo
marco matemático, facilitando la comparación sistemática entre los distintos en-
foques y ampliando el conjunto de herramientas disponibles para la comunidad
científica.

6.2 Impacto económico

A medio y largo plazo, el desarrollo de nuevas herramientas para el análisis
topológico de datos podría facilitar el diseño de métodos más eficientes para
la exploración y el procesamiento de grandes volúmenes de datos. Asimismo,
las herramientas computacionales desarrollados durante la tesis podrían servir
de base para futuras colaboraciones con grupos de investigación y empresas
tecnológicas interesadas en inteligencia artificial y ciencia de datos.

6.3 Impacto social

Aunque esta investigación tiene un carácter fundamentalmente teórico, sus posi-
bles aplicaciones se enmarcan en áreas de gran relevancia social. Por ejemplo,
algunos datasets genéticos recopilan el grado de expresión de ciertos genes, lo
cual podría ser modelado en términos de conjuntos L-difusos si se encuentra el
retículo L adecuado. Una mejora en el análisis de estos datos podría contribuir
indirectamente al avance de campos como la medicina o la biología.
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