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1. Motivación

La lógica difusa, desde su introducción por Zadeh en 1965 [1], se ha converti-
do en una herramienta fundamental para modelar el razonamiento impreciso. Un
enfoque central es la adaptación de las reglas clásicas de inferencia al contexto
difuso [2]. Entre ellas, la regla del Modus Tollens (que en lógica clásica establece
que de A → B y ¬B se puede inferir ¬A) ha suscitado una atención considera-
ble. Su análogo difuso se estudia generalmente en términos de una desigualdad
funcional que involucra distintos operadores. Esta desigualdad, conocida como
la condición de Modus Tollens difuso, se expresa para todo x, y ∈ [0, 1] como:

T (N(y), I(x, y)) ≤ N(x),

donde T es una norma triangular, I es una función de implicación difusa y N es
un operador de negación difusa [3].

Esta formulación recoge el espíritu del Modus Tollens en lógica difusa, con
grados de verdad que reflejan la naturaleza gradual de la inferencia [4]. Los
investigadores han propuesto generalizar las t-normas y t-conormas mediante
la noción de uninormas, estudiando esta desigualdad funcional para distintas
familias de esta clase de operadores [5].

Sin embargo, muchas aplicaciones del mundo real requieren representaciones
discretas. En campos como la teoría de la decisión, los sistemas basados en
conocimiento y el razonamiento cualitativo, la información suele darse en escalas



ordinales en lugar de valores numéricos precisos, modeladas habitualmente por
cadenas finitas del tipo Ln = {0, 1, · · · , n}.

De forma análoga al caso continuo, en este entorno discreto se han estudia-
do los distintos operadores clásicos (t-normas, t-conormas, uninormas, funciones
de negación, funciones de implicación, etc.) y ciertas reglas de inferencia, dan-
do lugar a resultados análogos o adaptaciones apropiadas al entorno discreto
[6,7,8]. Siguiendo este enfoque, en este artículo investigamos el U -Modus Tollens
utilizando uninormas conjuntivas discretas (en lugar de t-normas discretas), ne-
gaciones discretas y funciones de implicación discretas:

U(N(y), I(x, y)) ≤ N(x),para todo x, y ∈ Ln

En este artículo publicado en [9], se estudia esta regla de inferencia para
funciones de implicación residuales derivadas de las dos principales familias de
uninormas discretas (Umı́n, idempotentes (Uide)). Además, se investiga qué pro-
piedades deben satisfacer estos operadores y se proporcionan algunas caracteri-
zaciones del U -Modus Tollens en este contexto.

2. Preliminares y resultados esenciales

Recordemos algunos conceptos básicos.

Definición 1. [7] Una uninorma discreta, o simplemente una uninorma en Ln,
es una aplicación U : L2

n → Ln que cumple las siguientes propiedades: asocia-
tividad, conmutatividad y monotonía no decreciente respecto a cada argumen-
to. Además, existe un elemento e ∈ Ln, denominado elemento neutro, tal que
U(e, x) = x para todo x ∈ Ln.

Esta clase de operadores extienden tanto las t-normas discretas como las t-
conormas discretas y suelen denotarse como U ≡ ⟨TU , e, SU ⟩. Además, para
cualquier uninorma U definida en Ln, se cumple que U(0, n) ∈ {0, n}. Más
concretamente, si U(n, 0) = 0, la operación U se denomina uninorma conjuntiva
discreta, mientras que si U(n, 0) = n, se denomina uninorma disyuntiva discreta.

En este trabajo se investiga el U -Modus Tollens para la familia de uninormas
discretas en Umı́n y la familia de uninormas discretas idempotentes Uide(aquellas
que satisfacen U(x, x) = x para todo x ∈ Ln) [10].

Definición 2. [11] Una aplicación I : Ln × Ln → Ln se denomina implicación
difusa discreta, o simplemente implicación discreta, si satisface las siguientes
condiciones:

(I1) I(x, z) ≥ I(y, z) si x ≤ y, para todo z ∈ Ln.
(I2) I(x, y) ≤ I(x, z) si y ≤ z, para todo x ∈ Ln.
(I3) I(0, 0) = I(n, n) = n, e I(n, 0) = 0.

Definición 3. Una negación en una cadena finita Ln es una función N : Ln →
Ln que es decreciente y satisface las condiciones de contorno N(0) = n y N(n) =
0. Dicha negación se denomina negación fuerte cuando es involutiva, es decir,
cuando N(N(x)) = x para todo x ∈ Ln.



Un primer resultado que nos permite conocer qué tipo de uninormas debemos
considerar para estudiar esta regla de inferencia es el siguiente: El siguiente
resultado muestra una condición necesaria para que una uninorma discreta U
satisfaga la regla de U -Modus Tollens en el marco discreto.

Proposición 1. Sea I una implicación discreta y N una negación definidas so-
bre la cadena finita Ln tales que el par (I,N) satisface el U -Modus Tollens.
Entonces, la uninorma discreta U debe ser conjuntiva.

A continuación se describe la estructura esencial de aquellas uninormas dis-
cretas en Umı́n para las cuales se verifica el U -Modus Tollens, bajo las hipótesis
de que N es estrictamente decreciente en (0, e) y que I satisface el principio de
neutralidad (NP ), I(n, y) = n para todo y ∈ Ln.

Teorema 1. Sea I una función de implicación discreta que satisface (NP ), y
sea U = ⟨TU , e, SU ⟩mı́n una uninorma discreta de la clase Umı́n, con elemento
neutro e ∈ Ln \ {0, n}. Supongamos además que N es una negación en Ln es-
trictamente decreciente en el intervalo (0, e). Entonces, el par (I,N) satisface la
propiedad de U -Modus Tollens si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) U(N(y), I(e, y)) = 0 para todo y ∈ Ln.
(ii) N(x) = 0 para todo x ≥ e, y N(x) < e siempre que x > 0.
(iii) I(x, y) < e para todo y < x < e.
(iv) Las funciones I ′ y N ′ satisfacen la propiedad de Modus Tollens respecto a TU

para todo y < x ≤ e, donde la implicación modificada I ′ : [0, e]×[0, e] → [0, e]
y la negación ajustada N ′ : [0, e] → [0, e] vienen dadas por:

I ′(x, y) =

{
e si x ≤ y,

I(x, y) si y < x,
(1)

N ′(x) =

{
N(x) si x > 0,

e si x = 0.
(2)

Con el fin de caracterizar las soluciones en este contexto de RU -implicaciones
inducidas por uninormas discretas de la familia de Umı́n, se consideraron tres
casos distintos teniendo en cuenta la relación entre los elementos neutros e y e0.
En este documento, abordamos el caso en el que e = e0.

Teorema 2. Sea IU0
la RU-implicación asociada a la uninorma discreta U0 ≡

⟨TU0
, e0, SU0

⟩mı́n, sea N una negación en una cadena finita, y sea U ≡ ⟨TU , e, SU ⟩
una uninorma conjuntiva discreta con e = e0 como elemento neutro. Entonces,
que el par (IU0 , N) satisfaga la propiedad de U -Modus Tollens es equivalente al
cumplimiento de la siguiente condición:

(i) U(N(y), y) = 0 y U(N(y), n) = N(y) para todo y ≤ e− 1.
(ii) N(x) < e para todo x > 0, y N(x) = 0 para todo x ≥ e.



(iii) La implicación residual ITU0
, junto con la negación modificada N ′ definida

en la Ecuación (2), satisface la propiedad de Modus Tollens con respecto a
la t-norma TU , para todo y < x.

Para RU -implicaciones generadas por uninormas idempotentes, se han obtenido
tres resultados principales, de los que se enunciará uno de ellos en este trabajo.

Teorema 3. Sea U0 ≡ ⟨g, e0⟩ide una uninorma idempotente discreta con ele-
mento neutro e0 ∈ Ln tal que ḡ es una negación en Ln. Sea N una negación que
tiene e0 como punto fijo, y sea U una uninorma discreta cuyo elemento neu-
tro coincide con e = e0. Entonces, que el par (IU0

, N) satisfaga la propiedad de
U -Modus Tollens es equivalente al cumplimiento de las siguientes condiciones:

(i) ḡ(x) ≤ N(x) para todo x ∈ Ln.
(ii) U(N(x), g(x)) = N(x) para todo x ≤ e0.
(iii) U(N(x), x) = N(x) para todo x ≥ e0.
(iv) U(N(y), y) ≤ N(x) siempre que y ≤ g(x) ≤ e0 ≤ x.
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