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Resumen El principal objetivo de la tesis doctoral en cuestión es de-
sarrollar nuevas construcciones de sumas ordinales de operadores sobre
estructuras ordenadas generales, analizar la preservación de propiedades
asociadas a implicaciones difusas, aśı como su aplicación en sistemas dis-
tribuidos y en computación en el borde, que requieren de sólidos funda-
mentos matemáticos para llevar a cabo procedimientos computacionales
sólidos y robustos.

También se quiere caracterizar cuándo un operador arbitrario se puede
escribir anaĺıticamente como una suma ordinal de operadores locales.

Las principales estructuras base que se considerarán serán conjuntos par-
cialmente ordenados, en general, y ret́ıculos, en particular, flexibilizando
el requerimiento del orden lineal usualmente impuesto en la bibliograf́ıa.
Además, los resultados obtenidos se estudiarán desde la perspectiva del
Análisis de Conceptos Formal y se aplicarán a bases de datos reales.
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2. Resumen del trabajo de investigación

Este trabajo de investigación se centra en el estudio de mecanismos de agre-
gación y descomposición de estructuras algebraicas ordenadas y de operadores
definidos sobre ellas. Las estructuras algebraicas tratadas hasta ahora se constru-
yen principalmente sobre ret́ıculos (en muchas ocasiones completos y lineales) y
este trabajo se centrará en estructuras parcialmente ordenadas, puesto que esto
permite modelar de forma más flexible las bases de datos.

La necesidad actual de ciertos paradigmas tecnológicos relevantes como es la
computación en el borde (edge computing, en inglés) reside, entre otros factores,
en poder procesar datos de forma local sin tener que compartir información
sensible con el sistema de almacenamiento global reduciendo a su vez la latencia.
Esto requiere el uso de herramientas matemáticas que permitan diseñar sistemas
inteligentes robustos, confiables y trazables con estas caracteŕısticas. Para este
fin, es necesario desarrollar técnicas de agregación y descomposición tanto de
estructuras algebraicas como de operadores definidos sobre estas.

En este trabajo, se va a considerar la filosof́ıa de Clifford para introducir
suma ordinales de estructuras generales, extendiendo los enfoques previos de
operadores sobre conjuntos totalmente ordenados [29,30,33]. Espećıficamente,
se consideran conjuntos parcialmente ordenados (posets, de su abreviación del
inglés) arbitrarios y se procede del siguiente modo: en primer lugar, es necesario
caracterizar los operadores definidos sobre posets para determinar condiciones
bajo las que dicho operador se pueda descomponer en una suma ordinal, ex-
tendiendo el trabajo realizado en [18] donde se analizó dicha suma haciendo
uso de normas triangulares (t-normas) definidas sobre el intervalo unidad. Los
trabajos previos sobre sumas ordinales de posets basadas en ret́ıculos [23], aśı
como sus extensiones a t-normas y operadores arbitrarios [22,4], han demostra-
do que es posible construir estructuras globales a partir de estructuras locales
preservando determinadas propiedades algebraicas. Además, resultados recien-
tes como [4], muestran que propiedades relevantes, como la continuidad por la
izquierda, pueden preservarse cuando esta se le asume a los operadores locales.
Esta propiedad es de gran importancia debido a que un operador continuo a
izquierda induce una implicación residuada. Sin embargo, no se ha estudiado el
proceso inverso aún y este será uno de los objetivos a estudiar, que partirá de la
caracterización previa realizada sobre un operador arbitrario. Los operadores de
implicación tienen una importancia particular porque forman parte fundamental
de los motores del razonamiento aproximado, inductivo y deductivo. Tradicio-
nalmente, las implicaciones que se han considerado son aquellas definidas en el
intervalo unidad [7,8,9,24], pero en este trabajo se propone llevarlas a conjuntos
parcialmente ordenados, en general, y a ret́ıculos arbitrarios, en particular.

Otro objetivo que se persigue es estudiar si la implicación residuada inducida
por el operador global coincide con la suma ordinal de cada una de las impli-
caciones residuadas, inducidas por los operadores que intervienen en la suma
ordinal del operador global. Por último, se pretende aplicar toda esta teoŕıa al
análisis de conceptos formales (FCA, de sus siglas en inglés) [25] con el fin de
definir operadores de formación de conceptos en el caso difuso sobre las nuevas



estructuras en un marco multiadjunto, extendiendo [28]. Como consecuencia, se
podrá aplicar una estrategia de cálculo local para mejorar la gestión de informa-
ción en dispositivos locales, reducir la latencia, evitar el env́ıo masivo de datos a
servidores centrales y aumentar la privacidad y seguridad al no compartir datos
personales innecesariamente.

3. Antecedentes y estado actual del tema

La computación en el borde y los sistemas distribuidos son claros ejemplos
actuales de la necesidad de trabajar de forma local, cerca del lugar donde se
generan los datos para obtener información del sistema global. Por lo tanto, es
necesario adaptar las distintas herramientas matemáticas a estas situaciones.
Para esto es fundamental estudiar la estructura algebraica que puede surgir a
partir de las distintas estructuras locales, aśı como la forma de combinarlas
en el sistema global. Estas nuevas estructuras necesitan un rango de valores
suficientemente amplio para poder afrontar todas las casúısticas que puedan
surgir al examinar el problema a estudiar. Muchos de estos valores pudieran ser
incomparables como ocurre cuando se considera la lógica de cuatro valores de
Belnap [10]. Además, cada vez es más clara la necesidad de que los operadores
definidos en cada estructura local sean flexibles y no restringirse al uso de ciertos
operadores como por ejemplo las normas triangulares (t-normas). El enfoque
presentado en [23] introdujo un mecanismo que adapta la conocida suma ordinal
de t-normas a la estructura de sumas de conjuntos parcialmente ordenados y
ret́ıculos, con un énfasis en la preservación de sus propiedades fundamentales. A
dicho método se le denominó suma basada en ret́ıculos.

Posteriormente, en [22] se analizó la extensión de t-normas a la familia de
ret́ıculos. No obstante, como se mencionó anteriormente, en aplicaciones prácti-
cas es interesante considerar operadores más flexibles, por ejemplo, no requirien-
do propiedades como la asociatividad, la cual en ciertos contextos puede limitar
su utilidad. Es por ello que en [4] se introdujo la definición de suma de ret́ıculos en
general junto con el estudio sobre qué propiedades espećıficas se conservan. Entre
estas propiedades cabe resaltar la de continuidad a izquierda de los operadores
locales, que es fundamental para obtener implicaciones residuadas. Esta nueva
suma de ret́ıculos en general proporciona la conservación de la citada propiedad,
lo cual permite que el operador global admita una implicación residuada.

Por otro lado, se aborda el estudio de las implicaciones difusas. En la lógica
difusa, una de las operaciones más importantes es la implicación difusa, ya que
es esencial para el razonamiento aproximado, al igual que lo es la implicación
clásica para la lógica clásica. Los condicionales difusos, aśı como el razonamiento
inductivo o deductivo se llevan a cabo mediante implicaciones difusas. Además,
estas son muy útiles en otras aplicaciones como las ecuaciones de relaciones di-
fusas, la morfoloǵıa matemática difusa, las medidas difusas y el procesamiento
de imágenes. La relevancia de las implicaciones difusas se desprende claramente
de las aplicaciones mencionadas. Las implicaciones difusas usualmente estudia-
das son aplicaciones sobre el intervalo unidad que generalizan el concepto de



implicación en la lógica clásica. Estas suelen derivar de t-normas, t- conormas
o negaciones fuertes. A saber, dada una t-norma continua a izquierda la im-
plicación que se deriva a partir de esta se denomina implicación residuada o
R-implicación. Las R-implicaciones han sido ampliamente estudiadas en la li-
teratura, caracterizando aquellas que cumplen determinadas propiedades como
el principio de ordenación e intercambio [6], las que derivan de uninormas se
han estudiado con detalle en [31], las que derivan de una clase de funciones de
agregación no asociativas han sido analizadas en [13]. La mayoŕıa de los estudios
relacionados con estas implicaciones se han desarrollado en el marco del inter-
valo unidad, lo que motiva realizar un estudio de las implicaciones en un marco
más genérico, como por ejemplo en ret́ıculos arbitrarios, cuyo estudio es muy
incipiente. Para ello es necesario adaptar el concepto de R-implicación obtenida
de una t-norma [26] al de R-implicación obtenida a partir de un operador cuyo
dominio sea un ret́ıculo cualquiera, y por lo tanto, también lo será del de la
implicación.

Estos desarrollos formales en teoŕıa de ret́ıculos se aplicarán en la teoŕıa
matemática conocida como análisis de conceptos formales (FCA). Esta teoŕıa,
introducida en 1982 por R. Wille and B. Ganter [25,32], identifica estructuras de
conceptos entre distintos conjuntos de datos. Una de las extensiones más versáti-
les y estudiadas es la extensión difusa basada en la metodoloǵıa multiadjunta.
Esta extensión posee una gran flexibilidad para modelar y adaptar situaciones
reales complejas, pudiéndose aplicar en diversos campos como, por ejemplo, en
la gestión eficiente de infraestructuras de enerǵıa renovables. Esta extensión se
basa en ret́ıculos de conceptos multiadjuntos [28], que aplican el paradigma mul-
tiadjunto para ofrecer un marco general que engloba distintos enfoques difusos.
Esta filosof́ıa también se ha aplicado con éxito en áreas como los conjuntos rugo-
sos difusos, las ecuaciones de relaciones difusas o la programación lógica difusa.
En este contexto, los operadores llamados triples adjuntos [15,17,20] permiten
manejar ambientes no conmutativos y no asociativos, lo que facilita asignar di-
ferentes grados de preferencia a objetos y atributos.

Otro reto importante en FCA es la reducción de la complejidad ya sea dismi-
nuyendo el número de atributos y objetos o simplificando el ret́ıculo de conceptos
sin perder información esencial dentro del paradigma multiadjunto [1,16,18,19].
Para ello, se han propuesto estrategias como el uso de umbrales [3,5], intensi-
ficadores [14], computación granular o detección de clases o particiones de los
datos iniciales. Un enfoque reciente, inspirado en la Teoŕıa de Conjuntos Rugo-
sos, muestra que al reducir atributos se generan relaciones de equivalencia entre
conceptos, cuyas clases forman subsemirret́ıculos superiores [11,12]. Sin embargo,
las reducciones basadas en congruencias de ret́ıculos pueden eliminar demasiada
información. Por eso, se estudian nociones más flexibles, como exigir únicamen-
te que las clases de equivalencia sean subret́ıculos convexos, lo que permitiŕıa
estructuras algebraicas útiles sin tanta pérdida informativa [1]. Estos análisis
también se extienden al caso difuso multiadjunto, evaluando qué información
se modifica respecto al contexto original [2]. Siguiendo la motivación inicial, es
necesario adaptar los resultados obtenidos de forma global, sobre la base de da-



tos original, al estudio de las bases de datos locales y qué propiedades pueden
preservarse en el global, aśı como el camino inverso, analizar las caracteŕısticas
de la global que se preservan en las locales.

4. Objetivos

En la situación descrita anteriormente, la caracterización de los operadores
definidos en el sistema global para ser una suma ordinal de familias de operadores
supone un reto de gran relevancia para poder analizar la información de forma
local, es decir, la idea se basa en llevar a cabo el estudio rećıproco que se realizó
en [4]. Además, se pretende enfocar el trabajo en el estudio de operadores que
cumplen la propiedad de continuidad a izquierda, pues permite la existencia de
las implicaciones residuadas [21,27]. Estas implicaciones son de gran relevancia
dado que permiten deducir información. La deducción de información en la lógica
clásica se sigue de la regla conocida como modus ponens, y es Peter Hájek,
quién inicialmente extiende esta regla a la lógica difusa. En este trabajo de
investigación se pretende avanzar en esta ĺınea para mejorar los estudios actuales
enla la s el ambiente difuso. Por ejemplo, se introducirá la definición de suma
ordinal de implicaciones extendiendo la presentada en [33], junto con el estudio
de las propiedades más relevantes que puedan satisfacer dichas implicaciones.

En relación con el análisis de conceptos formales lo que se persigue en esta
ĺınea es detectar variables o atributos superfluos y las más representativas de un
contexto, con el fin de analizar el comportamiento de dichas variables cuando se
realice una reducción de atributos de forma local (en subcontextos), aśı como co-
nocer qué información se preserva en el contexto final. Los desarrollos obtenidos
serán fundamentales en distintas ĺıneas de investigación actuales en inteligencia
artificial, puesto que se podrá aprovechar mejor la capacidad de los dispositi-
vos locales para gestionar la información de manera más eficiente, mejorando la
velocidad en la transmisión de datos y evitando la necesidad de enviarlos a un
dispositivo central compartido por varios participantes. Esto puede reducir la
latencia y mejorar la eficiencia general del sistema. Una ventaja adicional que
se puede apreciar es la no compartición de datos (personales), lo que implica
un mayor control sobre la privacidad y seguridad de la información. De ah́ı, la
necesidad de conocer cómo se comportan las variables a nivel local, y a partir de
la relevancia de las variables estudiar cómo debeŕıa ser el global y viceversa. Un
objetivo importante para este fin será el definir y estudiar los operadores de for-
mación de conceptos en el caso difuso a partir de los operadores de implicación
obtenidos como sumas ordinales de implicaciones locales.

El objetivo principal es desarrollar nuevas construcciones de sumas ordinales
de operadores sobre estructuras ordenadas generales y analizar la preservación
de propiedades asociadas a implicaciones difusas. Este objetivo se desglosa en
los siguientes subobjetivos:

1. Introducir una nueva construcción de suma ordinal para familias de ope-
radores definidos sobre conjuntos parcialmente ordenados, extendiendo las
propuestas existentes en la literatura.



2. Analizar la preservación de propiedades relevantes, tales como condiciones de
frontera, monotońıa, principio del orden, continuidad por la izquierda y pro-
piedades caracteŕısticas de las implicaciones difusas, para poder establecer
que dicha suma se corresponda con un operador de implicación difusa.

3. Caracterizar las condiciones bajo las cuales un operador puede descompo-
nerse mediante una suma ordinal.

4. Estudiar la relación entre la suma de las implicaciones residuadas inducidas
por los operadores locales continuos a izquierda y la implicación residuada
asociada al operador global, resultante de la suma de los operadores locales.

5. Explorar aplicaciones de los resultados obtenidos al análisis de conceptos
formales difuso y a entornos de computación distribuida.

6. Estudiar la relación entre las variables representativas y superfluas a nivel
local y global de un sistema de información dado. Identificarlas en los dis-
positivos locales con el fin de optimizar el rendimiento y la eficiencia en la
gestión de los datos.

La principal aportación original de esta investigación consiste en extender
las construcciones de suma ordinal existentes a operadores generales definidos
sobre conjuntos parcialmente ordenados, aśı como en el estudio sistemático de las
propiedades de implicación difusa preservadas por dichas construcciones. Este
enfoque permite ampliar significativamente el marco clásico de las implicaciones
difusas y proporciona nuevas herramientas para el tratamiento de datos en el
FCA.

5. Metodoloǵıa y Plan de Trabajo

La metodoloǵıa propuesta para esta tesis se fundamenta en un ciclo de in-
vestigación cient́ıfica que se divide en las siguientes partes:

1. Estudio de las referencias más significativas asociadas a la temática de la
tesis doctoral.

2. Asistencia a seminarios y congresos relacionados con el tema a investigar.
3. Estancia en centros de investigación de reconocido prestigio.
4. Relaciones con empresas para aplicar las técnicas desarrolladas a bases de

datos reales.
5. Diseño y elaboración de art́ıculos para congresos y revistas de investigación.

Con la realización de todos estos pasos se conseguirá alcanzar todos los objetivos
propuestos en la primera sección, siguiendo un plan de trabajo acorde a metodo-
loǵıa. El Plan de Trabajo propuesto se desarrolla en torno a los siguientes hitos
de cumplimiento:

Hito 1 (Finalizado): Recopilación bibliográfica exhaustiva con la que se lleva
a cabo un estudio profundo de la lógica clásica y sus extensiones difusas,
con especial énfasis en las álgebras multiadjuntas y el FCA. Aśı como, ana-
lizar mecanismos previos como la suma de t-normas basada en ret́ıculos y la
filosof́ıa de Clifford para la suma ordinal de estructuras.



Hito 2 (En curso): Redacción de un primer art́ıculo cient́ıfico sobre la cons-
trucción de una suma ordinal implicacional de operadores con lo que se
consigue alcanzar los objetivos 1 y 2.
Hito 3 (Fase intermedia): Definición formal de la suma ordinal de impli-
caciones residuadas y redacción de un segundo art́ıculo analizando si una
implicación residuada global obtenida de la suma de operadores continuos
a izquierda puede coincidir con la suma de implicaciones residuadas locales.
Este segundo hito conlleva alcanzar el cuarto objetivo.
Hito 4 (Fase Intermedia): Caracterización del proceso inverso llevado a cabo
en [4], es decir, determinar condiciones necesarias para que un operador
global pueda descomponerse en una suma ordinal de operadores locales. Con
lo que se logrará desarrollar el objetivo 3.
Hito 5 (Fase Final): Aplicación de los resultados al FCA difuso, definiendo
nuevos operadores de formación de conceptos en entornos difusos basados en
las sumas ordinales desarrolladas. Con lo cual se consiguen los objetivos 5 y
6.

Durante el transcurso de este plan de trabajo también se contempla la asis-
tencia a seminarios internacionales, la realización de una estancia en centros de
investigación de prestigio y el contacto con empresas para validar las técnicas
matemáticas en bases de datos reales.

6. Relevancia

La relevancia cient́ıfica de este trabajo radica en la necesidad de adaptar las
herramientas matemáticas de la lógica y el álgebra a los desaf́ıos planteados por
la computación en el borde (edge computing) y la gestión de datos en entornos
distribuidos, entre otros ejemplos. Actualmente, la capacidad de procesar infor-
mación cerca del lugar donde se generan los datos no es solo una cuestión de
eficiencia, sino un requisito indispensable para garantizar la privacidad y segu-
ridad de los datos sensibles, evitando su env́ıo innecesario a servidores centrales
y reduciendo significativamente la latencia del sistema. Es por ello, que se ne-
cesitan modelos matemáticos que desarrollen esta transición. Para lograrlo, es
fundamental profundizar en el estudio de mecanismos formales que permitan la
agregación y descomposición de estructuras algebraicas, especialmente aquellas
construidas sobre ret́ıculos y posets, los cuales ofrecen una mayor flexibilidad
que las estructuras totalmente ordenadas, para modelar bases de datos en com-
paración con las estructuras clásicas.

Esta investigación se sitúa en una ĺınea actual e innovadora al adoptar la
filosof́ıa de Clifford para introducir sumas ordinales de estructuras generales,
extendiendo de manera significativa los enfoques previos que se limitaban a ope-
radores definidos sobre conjuntos totalmente ordenados.

Cient́ıficamente, el trabajo cobra gran importancia al proponer el estudio de
operadores en un marco mucho más genérico que el tradicional intervalo uni-
dad, desplazando el análisis hacia conjuntos parcialmente ordenados y ret́ıculos



arbitrarios. Este cambio es necesario para afrontar casúısticas reales donde los
valores de verdad o de datos pueden ser incomparables, permitiendo la integra-
ción de lógicas más robustas, como la lógica de cuatro valores de Belnap [10],
que previene que pequeñas inconsistencias en la información generen conclusio-
nes irrelevantes. La relevancia académica reside, por tanto, en la caracterización
de estos operadores para determinar bajo qué condiciones una estructura (ope-
rador) global puede descomponerse en una suma ordinal de estructuras (opera-
dores) locales, un reto que implica un análisis bidireccional sobre la preservación
de propiedades fundamentales como la monotońıa o continuidad a izquierda.

Uno de los puntos más importantes de este trabajo es el estudio de la última
propiedad mencionada, la continuidad a izquierda, ya que si un operador la cum-
ple, este induce una implicación residuada o R-implicación. Estas implicaciones
constituyen el motor fundamental del razonamiento aproximado, inductivo y
deductivo en los sistemas de inteligencia artificial. Las R-implicaciones han sido
ampliamente estudiadas en la literatura, caracterizando aquellas que cumplen
determinadas propiedades como el principio de ordenación e intercambio [6], las
que derivan de uninormas se han estudiado con detalle en [31], las que derivan de
una clase de funciones de agregación no asociativas han sido analizadas en [13].

La relevancia de las implicaciones difusas se desprende claramente de su apli-
cación en su aplicación sobre las ecuaciones de relaciones difusas, la morfoloǵıa
matemática difusa, las medidas difusas y el procesamiento de imágenes. La im-
portancia de avanzar en este campo se hace evidente al considerar que, es sabido
ya que la continuidad a izquierda se preserva desde los operadores locales al glo-
bal, pero el estudio del proceso inverso no, y es uno de los objetivos impuestos en
este trabajo. Ya que esto permitiŕıa que, dada una estructura global en cual hay
definida un operador continuo a izquierda, este induce una implicación residuada
y aśı se obtiene un mecanismo de inferencia que permita establecer relaciones y
deducciones entre los datos de dicha estructura.

También es importante transferir toda esta teoŕıa al ámbito del FCA difuso
bajo el marco multiadjunto [28]. Esta extensión posee una gran flexibilidad para
modelar y adaptar situaciones reales complejas, pudiéndose aplicar en diversos
campos como, por ejemplo, en la gestión eficiente de infraestructuras de enerǵıa
renovables. Esta filosof́ıa también se ha aplicado con éxito en áreas como los
conjuntos rugosos difusos, las ecuaciones de relaciones difusas o la programa-
ción lógica difusa. En este contexto, los operadores llamados triples adjuntos
permiten manejar ambientes no conmutativos y no asociativos, lo que facilita
asignar diferentes grados de preferencia a objetos y atributos. Algunos art́ıculos
como [17] han estudiado el caso no conmutativo.

Finalmente, la relevancia de esta investigación se ve respaldada por su inte-
gración en proyectos de alto impacto como:

T́ıtulo del proyecto: MOONRISE: Herramientas matemáticas para el
razonamiento no canónico y sistemas inteligentes
Entidad Financiadora: Ministerio de Ciencia e Innovación
Convocatoria: Proyectos De Generación de Conocimiento 2022
Referencia PID2022-137620NB-I00



Duración desde: 1/09/2023, hasta: 31/08/2027
Investigadores Principales: Jesús Medina Moreno, Elóısa Ramı́rez Pous-
sa
T́ıtulo del proyecto: MENTALITY: MatEmáticas para uNa TrAnsición
digitaL, InteligenTe Y verde (MENTALITY: Mathematics for a digital, in-
telligent, and green transition)
Entidad Financiadora: Proyectos de I+D+I en el marco del Programa
Operativo FEDER Andalućıa 2021-2027.
Referencia: FEDER-UCA-2024-A2-04
Duración desde: 15/09/2025, hasta: 14/09/2027
Investigadores Principales: Jesús Medina Moreno, Nicolás Madrid La-
brador

que buscan desarrollar matemáticas espećıficas para una transición digital, inte-
ligente y sostenible. La capacidad de optimizar el rendimiento y la eficiencia en la
gestión de datos mediante la descomposición algebraica no solo mejora la veloci-
dad de transmisión, sino que contribuye a un modelo tecnológico más sostenible
y respetuoso con la soberańıa del usuario sobre sus propios datos personales.

En conclusión, la importancia de esta tesis radica en su capacidad para unir
la abstracción matemática de la teoŕıa de ret́ıculos con las aplicaciones prácticas
más exigentes de la inteligencia artificial moderna, proporcionando un soporte
formal robusto para los sistemas inteligentes del futuro.
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8. M. Baczyński, P. Drygaś, A. Król, and P. Pusz. Developing idea of ordinal sum
of fuzzy implications. In 2020 IEEE International Conference on Fuzzy Systems
(FUZZ-IEEE), pages 1–7. IEEE, 2020.
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