Busqueda de vecindad variable para el problema
del conjunto k-dominante minimo
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Resumen El problema del conjunto k-dominante minimo es un pro-
blema de optimizacién combinatoria AP-Dificil. Las aplicaciones en el
mundo real van desde las redes de comunicacién hasta problemas de lo-
calizacién de instalaciones. Dado un grafo, el objetivo es encontrar un
subconjunto de vértices dominantes con minima cardinalidad, de forma
que todo vértice que no pertenezca a este subconjunto sea adyacente al
menos a k vértices dominantes. Dada la complejidad del problema, se
propone una metaheuristica para su resolucién, una Busqueda de Ve-
cindad Variable (VNS). Tanto las decisiones tomadas a lo largo de este
trabajo, como las componentes del algoritmo, han sido validadas median-
te experimentos computacionales. Ademads, se incluye una comparativa
con la propuesta mas reciente de la literatura: Restart Local Search with
Relazed Configuration Checking (RLS_RCC). El VNS propuesto obtiene
una desviaciéon promedio de 0.34 % demostrando ser una aproximacién
competitiva para resolver el problema del conjunto k-dominante minimo.

Keywords: Minimum k-Dominating Set - VNS - Metaheuristicas -
Optimizaciéon combinatoria - Investigacién Operativa.

1. Introduccion

El problema del conjunto k-dominante minimo (MKDS, del inglés Minimum
k-Dominating Set) es un problema de optimizacién combinatoria N P-Dificil.
Se define un grafo G = (V,E) donde V es el conjunto de vértices y E el de
las aristas, junto con un entero k > 0. El objetivo del problema es encontrar
un subconjunto D C V con minima cardinalidad tal que todo vértice v € V
verifique al menos una de las siguientes condiciones: todo vértice debe pertenecer
al conjunto dominante Dy, es decir, v € Dy; o estar conectado con al menos k



vértices del conjunto dominante, es decir, |[N(v) N Dg| > k. Si un vértice cumple
la segunda condicién se dice que estd k-dominado. Formalmente,

min Z T;
ieV
s.a. Z z; > k(l—x;),VieV
JEN(3)
x; € {0,1},VieV
donde x; es una variable binaria que toma el valor 1 si el vértice ¢ pertenece al
conjunto dominante, ¢ € Dy, y el valor 0 en otro caso. Ademds, N (i) denota el
conjunto de vértices adyacentes al vértice i € V, es decir,

N@) ={ueV:(ui)eFE}

Una solucién al problema MKDS viene dada por la selecciéon de un conjunto
dominante. Es decir, basta con indicar los vértices que pertenecen a Dy. En la
Figura 1 se detalla una solucién factible, Dy, = {B,C,D, G} para el grafo descrito,
considerando un valor de k = 2.

(a) D ={} (b) Dy = {B,C,D,G}

Figural: Instancia del problema MKDS (Figura la) y propuesta de solucién
factible (Figura 1b).

En este caso, los vértices que forman parte de la solucién: {B, C,D, G}, ya satis-
facen la primera restriccién del problema por pertenecer al conjunto dominante.
Para que el resto de vértices satisfagan la segunda restricciéon, deberian estar
conectados a, al menos k = 2 vértices del conjunto dominante. En este caso, los
vértices A, E y F estan conectados a los vértices B y C que pertenecen a Dj.

El problema MKDS es una variacién del problema clésico del conjunto domi-
nante minimo (MDS, del inglés Minimum Dominating Set). La version clasica ha
sido ampliamente estudiada [3,5] y tiene multiples aplicaciones en varios cam-
pos, como redes sociales [2] o redes inaldmbricas [1]. Nétese que siguiendo la
definicién del problema MKDS, si k = 1, el problema a resolver se convierte en
el MDS. El objetivo de este trabajo es cubrir el caso donde k > 1, por lo que el
problema clasico no se considera en el estudio.



Sin embargo, el problema MKDS es de gran interés ya que sus soluciones
proporcionan redes robustas y resilientes a fallos. Al igual que la versién clésica,
tiene numerosas aplicaciones en el mundo real, desde usos en redes de comuni-
cacién hasta problemas de localizacién de instalaciones [6,7].

En la literatura se encuentran multiples propuestas para la resolucién del pro-
blema MKDS, desde bisquedas heuristicas [6] hasta las propuestas més recien-
tes donde se proponen estrategias de resoluciéon més avanzadas. En [9] proponen
una estrategia novedosa de seleccion de vértices combinada con una busqueda
local. La estrategia de selecciéon se basa en una puntuaciéon que se asigna a ca-
da vértice en funcién del tiempo que el vértice y sus vecinos pasan sin estar
k-dominados. La busqueda local, contintia utilizando la puntuacién de cada vér-
tice para determinar qué movimiento de los propuestos es el elegido en cada
momento. Los movimientos considerados consisten en eliminar o afiadir vértices
de forma aleatoria, o en funcién de la puntuacién de cada vértice. Por otro lado,
el trabajo més reciente de la literatura, desarrollado por los mismos autores, pro-
pone un algoritmo multiarranque denominado Restart Local Search with Relazed
Configuration Checking (RLS_RCC) [10]. La construccién de la solucién inicial
consiste en, partiendo de una soluciéon vacia, seleccionar el vértice con mayor
puntuacién y, en caso de empate, el vértice con el minimo niimero de vecinos.
En caso de un nuevo empate, se resuelve aleatoriamente, permitiendo asi un
método multiarranque. Ademas, ambos trabajos proponen un mecanismo para
evitar el problema de los ciclos en la busqueda local, es decir, volver a visitar
soluciones previamente vistas. Para ello, almacenan el estado de cada vértice y
su vecindario de primer nivel [9], o hasta su vecindario de segundo nivel [10]. Se
considera que una solucién ya se ha visitado si para todo vértice, su estado y
el de su vecindario (de primer o segundo nivel) se ve sin alterar. Al considerar
vecindarios de segundo nivel, se detectan més alteraciones en la solucién, ya que
se tiene en consideracién un mayor ntimero de vecinos, permitiendo asi una ma-
yor diversidad en la exploracién de soluciones. Esta informacién se utiliza en la
busqueda local para determinar con qué vértices operar los movimientos.

En este trabajo se propone una aproximacion metaheuristica para el MKDS,
una Biisqueda de Vecindad Variable (VNS) [13]. El documento se organiza como
sigue. Primero, la propuesta algoritmica se describe en la Seccién 2. A continua-
cién, el andlisis experimental se puede encontrar en la Seccién 3. Por tltimo, las
conclusiones y trabajos futuros se discuten en la Seccién 4.

2. Propuesta algoritmica

En este trabajo se propone una Busqueda de Vecindad Variable (VNS, del
inglés Variable Neighborhood Search), una metaheuristica trayectorial que origi-
nalmente se introdujo en [13] y ha demostrado un rendimiento competitivo en
diversos problemas de optimizacién combinatoria [4,11].

El algoritmo propuesto comienza construyendo una solucién inicial (Dy), con
el procedimiento descrito en la Seccién 2.1. A continuacién, de forma iterativa
hasta cumplir un criterio de parada, se perturba la mejor soluciéon incumbente,



[ ;C = Perturbacion(Dy, k.) ]—P[ DZ = BusquedaLocal(D}c) ]

Si
Dk = Ini()

A
Dy, = CambioVecindario (Dy, DY, kc)]

No

Figura 2: Diagrama de flujo del VNS.

Dy, para escapar de la region actual del espacio de busqueda, con el meca-
nismo descrito en la Seccién 2.4. La solucién resultante D), se somete a una
fase de mejora, hasta alcanzar un minimo local D} (Seccién 2.3). El método
CambioVecindario evaltia cada minimo local encontrado frente a la mejor solu-
cién incumbente, actualizando la mejor solucién incumbente en caso de encontrar
una solucién diferente de igual o menor tamano, por razones de diversidad. Adi-
cionalmente, el método vuelve a empezar la busqueda desde el primer vecindario
(k. = 1) si la solucién actual mejora la mejor solucién incumbente, pasando al
siguiente vecindario en caso contrario, k. = k¢ + kstep, donde Kgep es el tamaiio
del incremento de vecindad, que se estudiara en la experimentacién. Por tltimo,
se devuelve la mejor solucién encontrada una vez alcanzado el criterio de parada.

2.1. Construccion de la solucién inicial

La metodologia VNS asegura que la eleccion del punto de partida no afecta
a la calidad de la solucién final encontrada. Sin embargo, proporcionar un punto
de partida prometedor hace que el algoritmo converja antes, por lo que en este
trabajo se opta por una solucién inicial de alta calidad. La estrategia elegida
consiste en un método voraz basado en un criterio de cobertura. Se comienza
con el conjunto dominante vacio, Dy = {}. Iterativamente, se afiade el vértice
con mayor cobertura (rompiendo empates de forma aleatoria). La cobertura de
un vértice se define como el niimero de vértices que se volveran k-dominados si v
es aniadido al conjunto dominante Dj. Notese que los vértices con menor grado
que k se incluyen directamente en la solucién ya que es imposible k-dominarlos
en otro caso. El procedimiento termina cuando se obtiene una solucién factible,
es decir, todos los vértices o bien pertenecen a Dy o bien estdn k-dominados.

2.2. Post-proceso

La solucién resultante del procedimiento de construccién de soluciones puede
contener vértices redundantes. Un vértice es redundante si v € Dy, y es adyacente



al menos a k vértices de Dy, (es decir, estd k-dominado), verificando ademés que
Yw € N(v)\Dy, w es adyacente al menos a k+1 vértices de Dy,. Esto se debe a que
un procedimiento voraz toma decisiones inmediatas, sin tener en cuenta el efecto
producido a largo plazo sobre la solucién. Para corregir este comportamiento, se
define un método a modo de post-proceso para reducir el tamano de la solucién,
eliminando estos vértices redundantes.

(a) Vértice D € Dy, es redundante. (b) Vértice D se elimina de Dj.

Figura3: Ejemplo de post-proceso, con k = 2, sobre la solucion D =
{4,C,D,E, G}, donde el vértice D es redundante.

La Figura 3 muestra como funciona el post-proceso descrito. La Figura 3a
muestra una solucién factible: D = {A,C,D,E,G}. El vértice D es adyacente
a: A,E,C € Dy, luego estd k-dominado. Por otro lado, el vecino de D que no
pertenece a Dy, es el vértice B, que es adyacente a: A,C,D € Dy. Por lo tanto, el
vértice D es redundante, por lo que se elimina de Dy, resultando en la solucién de
la Figura 3b. El método se repite hasta que no se encuentran vértices redundantes
(en este caso, ya no existen vértices redundantes adicionales).

2.3. Fase de mejora

La solucién resultante del post-proceso no tiene por qué ser un 6ptimo local
respecto a ninguna vecindad, por lo que puede ser mejorada. Para ello, se propone
una fase de mejora que partiendo de una solucién trata de alcanzar un 6ptimo
local con respecto a una vecindad concreta. Por norma general, se compone de
tres elementos: un movimiento, el vecindario definido por el movimiento y la
estrategia para explorar dicho vecindario. Se proponen dos busquedas locales
diferentes para resolver el problema MKDS, ambas basadas en la estrategia de
busqueda First Improvement, la cual ejecuta un movimiento cada vez que este
lleva a una mejora, en lugar de explorar la vecindad completa para ejecutar el
mejor movimiento. Esto favorece el rendimiento del algoritmo en términos de
esfuerzo computacional sin afectar en gran medida a la calidad de las soluciones
encontrada [8].

La primera busqueda local propuesta, EX;«1, realiza un movimiento que con-
siste en intercambiar un vértice v € Dy, con otro vértice w ¢ Dj. Al seleccionar



el vértice v € Dy, no todo vértice w ¢ Dy, es valido para el intercambio si se desea
mantener una solucién factible. Al eliminar v de Dy, es posible que algtn vértice
perteneciente a N(v) U {v} se vuelva no k-dominado. Por lo tanto, el vértice
w ¢ Dy, deberd k-dominar dichos vértices de nuevo. Por lo tanto, para que la
solucién siga siendo factible, w debe pertenecer a la intersecciéon del conjunto de
vértices no k-dominados después de eliminar v y su vecindario cerrado. El vecin-
dario cerrado de un vértice v € V| se denota como N[v] y es aquel compuesto
por los vecinos de v incluyéndose a s{ mismo, es decir, N[v] = N(v) U {v}.

(c) Solucién obtenida tras el intercambio.

Figura4: Ejemplo de intercambio entre los vértices E y G.

La Figura 4 ilustra un ejemplo de intercambio. Al tratar de intercambiar
el vértice E, es necesario analizar qué vértices se vuelven no k-dominados tras
eliminarlo de Dy. Como se detalla en la Figura 4b, en este ejemplo, los vér-
tices E,G se vuelven no k-dominados. Por tanto, los vértices candidatos para
el intercambio deben volver a k-dominar E,G. Los candidatos se deducen de
la interseccién de {E,G}, N[E] = {C,D,E,F,G} y N[G] = {B,E,F,G}, es decir
{E,G} N N[E|N N[G] = {E,G}.

Como el intercambio debe ser con vértices distintos el vértice E no puede ser
considerado, siendo el tinico candidato viable el vértice G. Por ultimo, la soluciéon
resultante se muestra en la Figura 4c.

Noétese que ninguna solucién resultante de un movimiento EXjy1 podra me-
jorar el valor de la funcién objetivo. Dado que el movimiento es un intercambio,
el tamafio del conjunto dominante sera siempre constante. Por este motivo, es



necesario combinarla con el uso de un método que elimine vértices redundantes
de Dy,. Para ello, se utiliza el post-proceso descrito en la Seccién 2.2.

La segunda buisqueda local propuesta trata de solventar el problema de la
dependencia de un post-proceso reduciendo de forma directa la cardinalidad del
conjunto dominante. Esta btisqueda, denotada por EX5«1, consiste en aplicar un
movimiento de intercambio de dos vértices u,v € Dy, por otro vértice w ¢ Dy,.

EX2X1(Dk,U,U,w) = (Dk\{uvv}) U {w}

Como ocurria en EXjx1, no todos los vértices w ¢ Dy, son vdlidos para el
intercambio. La estrategia para encontrar dichos vértices candidatos es analoga a
la descrita para el movimiento EXj ;1 con el objetivo de asegurar que la soluciéon
resultante siempre sea factible.

2.4. Perturbacion

La fase de perturbacion trata de escapar de éptimos locales alterando la mejor
solucion encontrada hasta el momento. Esta perturbaciéon consiste en anadir
vértices aleatoriamente a Dj,. La cantidad de vértices a anadir viene determinada
por un parametro, k,,s, que se ajustard en la Seccién 3. Esta fase es la responsable
de la diversificacién dentro de VNS. Aunque hay estudios que han analizado el
efecto de incluir intensificaciéon dentro de esta fase de perturbacién con lo que se
ha denominado Intensified Shake [14], en este trabajo se considera un mecanismo
de perturbacién centrado puramente en la diversificacién ya que es una parte
clave en el problema tratado.

3. Resultados computacionales

En la literatura [9,10] se consideran tres conjuntos de instancias: DIMACS,
General Graphs (GG) y Unit Disk Graphs (UDG). Este trabajo, al ser preli-
minar, solo considera el conjunto GG por ser el mas genérico. El conjunto GG
consiste en 54 instancias, cada una con tres valores diferentes de k: kinin, Kmed
Y Kmaz, calculados como se describe en [9] (i.e. 162 instancias en total). Todos
los experimentos han sido realizados en un servidor con procesador AMD EPYC
7282, 16 cores, 32GB de RAM y Java 25.

En trabajos previos [9,10] se evalia el comportamiento de los modelos de
programacion lineal entera sobre las instancias del problema utilizando para ello
el solver CPLEX. En dichos estudios, CPLEX solo pudo resolver 22 de las 54
instancias garantizando optimalidad (con cada valor de k) con una restriccién
de tiempo de 3600 segundos. Con estas prestaciones el solver se ve superado por
la mejor propuesta de la literatura [10], dejando clara la necesidad de métodos
heuristicos para el MKDS, por lo que se descarta CPLEX de la comparativa.

La experimentacién se divide en dos fases, una de ajuste de parametros y
otra final. La primera tiene como objetivo determinar la mejor configuraciéon
del algoritmo para obtener el mejor rendimiento posible. Por otro lado, en la



segunda fase se trata de medir el rendimiento del algoritmo comparandolo con
la propuesta més reciente del estado del arte en el conjunto GG completo.

El analisis de rendimiento se realiza estudiando las siguientes métricas: F.O.,
promedio de la funcién objetivo; Desv. (%) porcentaje promedio de desviacién
con respecto a la mejor solucién conocida; Tiempo (s), tiempo de cémputo pro-
medio en segundos; y #Mejor, nimero de instancias donde el algoritmo alcanza
la mejor solucién conocida.

3.1. Ajuste de parametros

El algoritmo VNS requiere la configuracién de un conjunto de parametros pa-
ra obtener su mejor rendimiento. El ajuste se realiz6 con ayuda de la herramienta
irace [12], un software disefiado para obtener la configuracion automaética de
algoritmos mediante test estadisticos y aprendizaje automatico. Se llevé a cabo
sobre un subconjunto de 15 instancias originales (5 para cada uno de los 3 valo-
res diferentes de k) seleccionadas por su dificultad, principalmente las instancias
de mayor tamano. Los parametros considerados y sus dominios de buisqueda se
describen a continuacion:

= Kkyns : Pardmetro utilizado para determinar el nimero méximo de vecindarios
a explorar en la fase de perturbacién. Para que el valor de este parametro
sea escalable con el tamano de la solucion, el valor serd un porcentaje del
nimero de vértices:

keuns € {0.05,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}

= Ktep : Pardmetro utilizado para determinar el nimero de vértices a anadir
aleatoriamente en la fase de perturbacion. Al igual que el pardmetro an-
terior, se trata de un porcentaje del nimero de vértices para garantizar la
escalabilidad de la propuesta (se incluye el valor 0 que representa la adicién
de un solo nodo):

Estep € {0,0.005,0.01,0.015,0.02,0.025,0.03}

= FEX: Parametro para determinar cuél de las dos biisquedas locales propuestas
obtiene mejores resultados.

La mejor configuracién obtenida por irace ha sido:
{kvns = 047 kstep = 07 EX = EX1><1}
Una vez obtenida la mejor configuraciéon del algoritmo propuesto, en la Sec-

cién 3.2 se comparan los resultados obtenidos contra la mejor propuesta de la
literatura.



3.2. Experimentacion final

En esta seccién se presenta el experimento final disenado para evaluar el
rendimiento del algoritmo propuesto cuando se compara con la mejor propuesta
del estado del arte: RLS_RCC [10]. La configuracién del algoritmo para el ex-
perimento final es la descrita en Seccién 3.1 con un criterio de parada de 6000
iteraciones. El criterio de parada se define para obtener tiempos de cémputo
similares a la propuesta de la literatura. Ademads, tal y como se realiza en la pro-
puesta de la literatura, se han realizado 10 ejecuciones de VNS independientes,
reportando la mejor solucién encontrada.

Tabla 1: VNS vs RLS_RCC
Algoritmo  Instancias F.O. Tiempo (s) Desv. (%) #Mejor

kmin 88.06 83.16 0.75 42
VNS Kmed 164.26 76.45 0.23 44
kmax 234.04 15.68 0.02 49
Promedio 162.12 58.43 0.34 135
Kmin 87.35 34.66 0.00 53
s e [ e wEoon
Promedio 161.68 58.21 0.05 153

Se pueden extraer varias conclusiones de la Tabla 1. Primero, RLS_ RCC
obtiene en, practicamente todas las instancias, el mejor valor conocido (153 de
162), reflejdndose en la desviacién media que consigue dicha propuesta, 0.05 %.
Por otro lado, el VNS propuesto destaca por ser una alternativa competitiva
(con una desviacién media de 0.34%). Conforme aumenta el tamafio de k, se
observa un mejor comportamiento del VNS, obteniendo un mayor nimero de
mejores soluciones. Por este motivo, se puede concluir que la propuesta escala
mejor conforme se incrementa el valor de k (pasando de una desviacién media
de 0.75% a 0.02%). Pese a no vencer al algoritmo RLS_RCC, el VNS descrito
obtiene resultados competitivos, mostrando otra aproximacién competente para
resolver el problema MKDS.

4. Conclusiones

Este trabajo propone una metaheuristica basada en VNS para resolver el
problema MKDS. El algoritmo propuesto comienza desde una solucién inicial
guiada por un criterio de cobertura. A continuacion, se lleva a cabo una fase de
perturbacién para diversificar, seguida de una fase de mejora para intensificar,
finalizando con un post-proceso para eliminar vértices redundantes de la solucién.



Los experimentos computacionales tratan de analizar el rendimiento de la
propuesta frente al mejor algoritmo de la literatura: RLS__RCC. Los resulta-
dos muestran competitividad, pese a que la propuesta previa obtiene mejores
resultados.

Como futuros trabajos, conviene considerar la incorporaciéon de componentes
que potencien la diversidad del algoritmo propuesto. Ademds, disefiar nuevas
aproximaciones para intensificar las soluciones obtenidas, mejorando asi la cali-
dad de estas. También resulta de especial interés considerar diferentes criterios
de aceptacion de soluciones, o quiza otras metaheuristicas. Por dltimo, analizar
la propuesta con el resto de conjuntos de instancias, estudiando la robustez de
la propuesta frente a distintas topologias.
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